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Introduction ge´ne´rale
Dans un contexte industriel ou` la mondialisation exacerbe une concurrence de´-
sormais internationale, accroissement de productivite´ rime plus que jamais avec aug-
mentation de profits et gain de parts de marche´.
La planification de la production et la gestion des ressources humaines constituent
incontestablement deux piliers organisationnels influant de manie`re directe sur ce
facteur-cle´ qu’est la productivite´. D’un coˆte´, la planification de la production cherche
a` affecter des ressources (humaines ou mate´rielles) a` diffe´rentes taˆches ou missions a`
re´aliser [LRKB77,CC88,Leu04,Pin04,BN04]. D’un autre coˆte´, la gestion de personnel
tend, la plupart du temps, a` re´duire les couˆts de main d’œuvre [BM90,Sch99,MS03,
EJKS04,SPR05].
Les acteurs du monde e´conomique ont bien compris les enjeux conse´quents qui se
cachaient derrie`re ces deux postes strate´giques. De nombreuses ressources (humaines
et financie`res) sont en pratique souvent affecte´es a` la gestion de ces deux ressorts
de l’entreprise. Cependant, la complexite´ sans cesse croissante des re`gles (physiques,
le´gislatives et sociales) auxquelles est soumise chaque socie´te´ rend le travail des
de´cideurs de plus en plus complexe.
Devant un tel constat, il apparaˆıt alors clair que la Recherche Ope´rationnelle, qui
propose des mode`les conceptuels pour analyser des situations complexes et permet aux
de´cideurs de faire les choix les plus efficaces 1, peut s’ave´rer d’une tre`s grande utilite´ ;
d’autant plus que les forces de calcul que les nouvelles technologies sont de´sormais
en mesure de nous offrir ont sans nul doute permis d’ouvrir de nombreuses pistes
d’exploration a` ce domaine de la Recherche encore a` l’aube de son histoire.
Dans le monde du transport, de nombreuses avance´es scientifiques, prenant en
compte simultane´ment ces deux aspects organisationnels que sont la gestion des
ressources humaines et la planification de la production (ici des trajets), ont permis
de re´aliser des e´conomies substantielles. En ce sens, on peut par exemple mentionner
certains travaux traitant de telles proble´matiques inte´gre´es [BGAB83,DDI+94,FH96,
CSSD01,KJN+02,FHW03,MCS05].
En comparaison, le domaine manufacturier semble avoir e´te´ e´trangement laisse´-
pour-compte. Peu de travaux font en effet e´tat d’une gestion inte´gre´e de ces deux
fonctions de l’entreprise. Le proble`me est alors souvent re´solu, en pratique, dans un
processus de de´cision a` deux niveaux clairement sous-optimal : on de´cide dans un pre-
1. Pre´sentation de la R.O. par JC Billaut : http ://www.roadef.org/content/road/pdf/ROetGI.pdf
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mier temps des ressources humaines a` employer et on ge`re ensuite l’organisation de
la production. Quelques publications annonciatrices -et aux re´sultats encourageants-
d’une prise en conside´ration de ce proble`me re´el a` enjeux conside´rables sont tout
de meˆme a` citer. Artigues et al. proposent par exemple dans [AGR07, AGRV09]
un e´tat de l’art sur ces proble´matiques (dans les domaines de la production et du
transport), mais aussi une formalisation et une technique de re´solution hybride al-
liant Programmation Line´aire et Programmation Par Contraintes. Dans ses travaux,
Hooker [Hoo05,Hoo07] s’inte´resse lui aussi a` cette proble´matique inte´gre´e et propose
e´galement une technique de re´solution alliant Programmation Line´aire et Program-
mation Par Contraintes. L’approche qu’il de´finit repose sur une de´composition de
type Benders [Ben62], l’un des sous-proble`mes induits e´tant re´solu par des techniques
classiques de la Programmation Line´aire, et l’autre, par celles de la Programmation
Par Contraintes. D’autres techniques de re´solution ont aussi e´te´ imple´mente´es. Bai-
ley et al. [BAL95] ainsi que Alfares et Bailey [AB97] e´tudient une heuristique fonde´e
sur les concepts de la programmation dynamique. Danniels et Mazzola [DM94] pro-
posent, pour leur part, une me´thode arborescente exacte ainsi qu’une heuristique
de´composant le proble`me en trois niveaux (chaque niveau e´tant re´solu inde´pendam-
ment) puis ite´rant sur la recherche de solutions re´alisables ame´liorantes.
Comme l’indique son titre, cette the`se traite des proble`mes inte´grant planification
d’agents et ordonnancement de production. Le principal objet des trois anne´es de
recherche qu’a constitue´ le travail pre´sente´ dans ce me´moire a consiste´ a` e´prouver
des techniques de de´composition et ge´ne´ration de coupes de´die´es pour ce genre de
proble´matiques ; une telle de´composition ayant de´ja` e´te´ applique´e avec succe`s par
Detienne et al. [Det07, DPPR09] pour un proble`me de planification d’agents avec
une charge de travail pre´de´termine´e. Nous visions donc initialement a` e´tendre le
cadre d’application de ce genre de techniques (a priori prometteuses), afin de valider
-ou invalider- leur inte´reˆt sur cette classe de proble`mes a` de´composition naturelle
intuitive.
La premie`re proble´matique inte´grant planification d’agents et ordonnancement
de production a` laquelle nous nous sommes inte´resse´s durant cette the`se consiste,
sommairement, a` affecter au moindre couˆt des horaires de pre´sence a` des ope´ra-
teurs diversemment qualifie´s ; la quantite´ et la qualite´ des ressources humaines ainsi
induites devant permettre de de´finir, pour l’outil de production, l’ordonnancement
complet d’un ensemble de jobs pre´emptifs symbolisant les demandes des clients.
Apre`s avoir de´fini pre´cise´ment la proble´matique, nous en formulons deux mo-
de´lisations sous forme de Programmes Line´aires en Nombres Entiers ; la premie`re
de´coulant naturellement du proble`me, la seconde -plus compacte- exploitant l’ag-
gre´gation de certaines donne´es et variables de de´cision.
Ce seconde mode`le est alors exploite´ afin de de´finir deux bornes infe´rieures par
de´composition lagrangienne ; la premie`re dualisant l’ensemble des contraintes cou-
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plantes, et la seconde ne s’inte´ressant qu’a` la dualisation des contraintes couplant
l’attribution des compe´tences aux ope´rateurs a` l’affectation de leurs horaires de pre´-
sence. Ces approches s’ave`rent malheureusement toutes deux peu compe´titives au
regard de la borne infe´rieure obtenue, via un solveur de programmation line´aire, par
la relaxation continue du proble`me. La premie`re de´composition pre´sente l’inconve´-
nient, du fait de la dualisation de l’ensemble des contraintes couplantes, de laisser
une part trop importante de la complexite´ inhe´rente au proble`me a` la me´thode de
sous-gradient ; cette dernie`re peinant alors a` converger. La seconde de´composition,
pour sa part, palie en partie a` cela. Cependant, l’un des deux sous-proble`mes la-
grangiens qu’elle induit (flot maximal a` couˆt minimum) se montre particulie`rement
consommateur en temps CPU ; le temps de calcul de la fonction duale en chaque ite´-
ration devenant alors re´dhibitoire et rend cette seconde approche par de´composition
lagrangienne peu adapte´e.
Deux me´thodes de re´solution exacte par de´composition et ge´ne´ration de coupes
sont ensuite pre´sente´es. La premie`re est base´e sur une de´composition classique d’un
programme line´aire mixte (de´composition de Benders [Ben62]) dont nous de´taillons
le de´veloppement the´orique. La seconde permet de re´soudre le proble`me par une tech-
nique analogue de de´composition et ge´ne´ration de coupes, les coupes e´tant cette fois-
ci spe´cifiquement de´die´es a` la structure de la formalisation compacte. Nous montrons
comment on peut, relativement a` une affectation d’horaires de pre´sence aux ope´ra-
teurs, trouver une e´ventuelle contrainte de production non respecte´e par la recherche
d’un flot maximal dans un graphe oriente´ de´compose´ en niveaux. Le processus de
re´solution se traduit alors par les re´solutions successives de programmes maˆıtres
(sac a` dos multi-choix multidimensionnel, proble`me NP-difficile [MT87,MT90]), de
controˆles de re´alisabilite´ et d’ajout de contraintes. Deux variantes sont propose´es
pour re´soudre les programmes maˆıtres : une re´solution exacte par un solveur de
programmation line´aire et une re´solution heuristique par l’application de l’heuris-
tique de Feasibility Pump [FGL05, BFL05, AB07]. Si l’approche par de´composition
de Benders s’ave`re peu compe´titive face a` une re´solution directe par un solveur de
programmes line´aires, l’autre approche se re´ve`le particulie`rement efficace ; elle per-
met en effet la re´solution exacte -et heuristique- d’instances ge´ne´re´es ale´atoirement
en un temps re´duit.
Afin de parfaire notre e´tude, nous proposons aussi une technique de ge´ne´ration
d’ine´galite´s valides applicable en pre´-process de toute me´thode de re´solution. Cette
dernie`re s’appuye sur les concepts du raisonnement e´nerge´tique [LEE92, BLPN99].
Elle permet de ge´ne´rer tre`s rapidement un ensemble de coupes comple´mentaires aux
ine´galite´s de re´alisabilite´ des techniques de de´composition de´crites auparavant. Les
re´sultats expe´rimentaux de´montrent de manie`re tre`s probante que l’usage de ces
coupes initiales dites e´nerge´tiques ame´liore tre`s significativement les performances
de chaque approche pre´sente´e dans ce document.
Forts des re´sultats encourageants de la technique de´die´e de de´composition et
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ge´ne´ration de coupes obtenus lors des premiers travaux de la the`se, nous avons en-
trepris d’expe´rimenter cette meˆme approche sur une autre proble´matique inte´grant,
elle aussi, planification d’agents et ordonnancement de production. Cette nouvelle
e´tude fait l’objet de la seconde partie de ce manuscrit.
Ces travaux furent l’occasion de nous consacrer a` une proble´matique ou` l’ordon-
nancement de production ne se calculait plus en un temps polynomial. Nous consi-
de´rons en effet dans cette seconde e´tude un proble`me de production NP-complet : la
version de´cisionnelle d’un job-shop. Dans un proble`me classique de job-shop, central
en The´orie de l’Ordonnancement, n jobs doivent s’exe´cuter sur m machines selon
une se´quence ope´ratoire propre a` chacun ; chaque machine ne pouvant traiter qu’un
job a` la fois, et les jobs ne pouvant eˆtre exe´cute´s sur plusieurs machines simulta-
ne´ment. Le crite`re d’optimisation attache´ a` un tel proble`me varie selon les e´tudes ;
on peut par exemple citer le crite`re retenu dans nos travaux : la minimisation de la
dure´e totale d’ordonnancement.
Cette nouvelle e´tude nous donna e´galement l’opportunite´ de tester nos techniques
sur des instances connues de la litte´rature. La proble´matique a` laquelle nous nous
inte´ressons co¨ıncide avec un des proble`mes e´tudie´s par Artigues et al [AGRV09].
Apre`s avoir formule´ cette seconde proble´matique, nous en pre´sentons une for-
malisation sous forme d’un Programme Line´aire en Nombres Entiers. Nous nous
inte´ressons apre`s cela a` un proble`me au cœur de chacune des me´thodes de re´so-
lution de´crites par la suite : le proble`me de job-shop a` pe´riode fixe´es d’inactivite´.
Ce cas particulier de job-shop est tout d’abord de´fini, deux mode`les en termes de
programmes line´aires sont ensuite e´tablis. Le premier de´coule intuitivement de la
nature du proble`me, et le second exploite la re´e´criture de chaque pe´riode d’inac-
tivite´ en un job fictif. Cette seconde formalisation s’apparente alors a` celle d’un
job-shop classique, pour lequel la litte´rature de´borde de techniques de re´solution
performantes [CP89,CPPR04,Pin04,BN04,BFS08].
Trois cate´gories d’ine´galite´s valides, ge´ne´re´es en pre´-process de toute technique de
re´solution, sont ensuite de´taille´es. La plus singulie`re d’entre elles concerne les coupes
dites de probing. Elle pre´sente l’attrait d’exploiter les meˆmes fondements the´oriques
que les techniques de probing utiles a` la re´solution des Programmes Line´aires en
Nombres Entiers [Sav94]. Dans cette ide´e, des variables de de´cision sont successive-
ment fixe´es a` certaines valeurs de leur domaine de de´finition, et des conse´quences
logiques impactant les autres variables du mode`le sont alors recherche´es. A` l’instar
de la premie`re e´tude, de telles ine´galite´s initiales s’ave`rent particulie`rement efficaces
en pratique et ce, quelque soit la technique de re´solution utilise´e par la suite.
Une premie`re me´thode exacte, analogue a` la technique de de´composition et ge´ne´-
ration de coupes mise en place pour re´soudre la premie`re proble´matique conside´re´e
durant cette the`se, est de´taille´e apre`s cela. Bien qu’exploitant les meˆmes concepts,
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la technique de coupes se re´ve`le malheureusement peu efficace ici. A` l’inverse de la
premie`re proble´matique, la qualite´ des coupes de re´alisabilite´ ge´ne´re´es ne permet pas
d’invalider un grand nombre de solutions. Cumule´ avec une forte de´ge´ne´rescence du
proble`me de planification d’agents, la me´thode de coupes converge alors tre`s diffi-
cilement, allant meˆme jusqu’a` quasiment s’apparenter a` une technique e´nume´rative
basique.
Non contents de cet e´chec, nous avons persiste´ et de´veloppe´ une me´thode exacte
alternative. Cette seconde technique repose a` la fois sur une approche arborescente
de type Proce´dure de Se´paration et E´valuation Se´quentielle et sur la me´thode de
coupes de´finie auparavant. Cette me´thode hybride pre´sente l’avantage d’utiliser les
atouts de la technique de coupes (meˆme de´composition du proble`me en deux sous-
proble`mes et ajout des meˆmes coupes de re´alisabilite´ en cours de processus) sans en
subir ses inconve´nients ; elle permet en effet de mieux re´guler la de´ge´ne´rescence du
proble`me de planification d’agents et ne requiert pas ne´cessairement la re´solution
optimale couˆteuse des programmes maˆıtres. Teste´e sur les instances d’Artigues et
al. [AGRV09], cette approche s’ave`re particulie`rement adapte´e a` notre proble´ma-
tique ; ses re´sultats dominent en effet ceux obtenus avec l’un des meilleurs solveurs
commerciaux actuels (Ilog Cplex 11.2).
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Premie`re partie
Planification d’emplois du temps
et ordonnancement de production
7

Introduction
Dans cette premie`re partie, nous nous inte´ressons a` un cas particulier de proble`me
inte´grant planification d’agents et ordonnancement de production. Nous nous pla-
c¸ons pour cela dans un contexte manufacturier ou` le de´cideur doit ge´rer au moindre
couˆt les emplois du temps d’ope´rateurs diversement qualifie´s, de fac¸on a` fournir a`
son outil de production une quantite´ et une qualite´ de ressources humaines permet-
tant l’ordonnancement complet d’un ensemble de jobs symbolisant les demandes de
ses clients.
D’un coˆte´, nous devons re´soudre un cas particulier de proble`me de gestion d’em-
plois du temps consistant a` affecter au moindre couˆt des se´quences d’horaires de
pre´sence a` des ope´rateurs diffe´remment qualifie´s. Par ailleurs, nous devons ordon-
nancer un ensemble de jobs pre´emptifs sur leur domaine d’exe´cution respectif. Ces
deux proble´matiques d’entreprise sont corre´le´es dans cette e´tude par le fait que
chaque job requiert, a` tout moment d’exe´cution, un ope´rateur maˆıtrisant une cer-
taine compe´tence. Il convient alors de fournir au de´cideur la distribution de couˆt
minimal d’emplois du temps aux ope´rateurs de telle manie`re que cette dernie`re de´-
finisse un ensemble de ressources permettant d’ordonnancer l’ensemble des jobs de
manie`re exhaustive.
Apre`s avoir pre´cise´ la formulation de cette proble´matique particulie`re couplant
planification d’agents et ordonnancement de production, nous en proposons deux
mode´lisations sous forme de Programme Line´aire en Nombres Entiers. Nous exploi-
tons alors l’une d’elles pour de´finir deux bornes infe´rieures obtenues au travers de
de´compositions lagrangiennes. Deux me´thodes exactes sont ensuite propose´es, l’une
base´e sur une de´composition de Benders [Ben62] et l’autre sur une technique spe´-
cifique de de´composition et de ge´ne´ration de coupes. Une technique de ge´ne´ration
d’ine´galite´s valides pouvant eˆtre applique´e en pre´-processing a` chacune des me´thodes
de re´solution de´crites auparavant est de´taille´e apre`s cela. Nous discutons enfin de
la performance de chaque technique au travers de leurs re´sultats obtenus sur des
instances ge´ne´re´es.
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1 Formulation
Le proble`me e´tudie´ ici consiste en l’ordonnancement d’un ensemble de jobs
(taˆches) inde´pendants au moyen d’un ensemble de ressources (ope´rateurs), chaque
job devant eˆtre exe´cute´ par un ope´rateur maˆıtrisant une compe´tence spe´cifique.
Les niveaux de de´cision en jeu dans cette proble´matique sont l’affectation de
cycles de travail aux ope´rateurs et l’ordonnancement de l’ensemble des jobs. La
configuration des cycles de travail et les jobs a` exe´cuter repre´sentent les donne´es en
entre´e de notre proble`me.
1.1 Roulements
Les cycles de travail sont e´tablis dans notre e´tude au travers un ensemble Ω
de roulements. Un roulement ω ∈ Ω de´finit un canevas d’horaires de pre´sence ou
d’absence sur l’horizon de planification. Typiquement, un roulement peut repre´sen-
ter une logique manufacturie`re de travail en trois-huit, ou a` jour de repos diffe´re´,
. . . Cette formalisation permet donc la prise en compte de nombreuses contraintes
le´gislatives, contractuelles ou autres (conge´s pose´s. . . ).
1.2 Ope´rateurs et Compe´tences
Chaque instance fait intervenir un ensemble O de m ope´rateurs ainsi qu’un en-
semble C de compe´tences. Pour chaque ope´rateur o ∈ O, on dispose de l’ensemble
Co ⊆ C des compe´tences qu’il maˆıtrise et de l’ensemble Ωo ⊆ Ω des roulements qui
peuvent lui eˆtre affecte´s. Chaque couple roulement ω - ope´rateur o est caracte´rise´
par un couˆt ηoω symbolisant le couˆt de main d’œuvre engendre´ lorsque l’ope´rateur o
se voit affecter le roulement ω. Ce couˆt peut de´pendre des horaires de travail mais
aussi du statut de l’ope´rateur.
1.3 Jobs
Un ensemble J de n jobs inde´pendants est de´fini pour chaque instance. Chaque
job j posse`de une dure´e pj, un domaine d’exe´cution Dj = Jrj, djK, et requiert pour
son exe´cution un ope´rateur maˆıtrisant une compe´tence cj ∈ C. Les jobs sont pre´-
emptifs et peuvent, sous re´serve de contraintes de compe´tence et de disponibilite´,
eˆtre exe´cute´s par diffe´rents ope´rateurs. On ne peut cependant effectuer plus d’une
unite´ d’un meˆme job par instant. Il ne peut donc y avoir qu’au plus un ope´rateur
affecte´ a` un job sur un instant t.
1.4 Objectif
L’objectif du proble`me est de de´terminer un ordonnancement de l’ensemble des
jobs en affectant un roulement a` chaque ope´rateur, de telle sorte que chacun des
besoins en main d’œuvre (effectif et compe´tence) soit rempli au moindre couˆt.
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1.5 Structure du proble`me
Il y a ici deux niveaux de de´cision. Il est tout d’abord ne´cessaire d’affecter un
roulement a` chaque ope´rateur. Ensuite, a` chaque instant ou` l’ope´rateur est conside´re´
comme pre´sent selon le roulement qui lui a e´te´ attribue´, nous devons de´cider quelle
compe´tence il utilise concre`tement de manie`re a` pouvoir de´terminer un ordonnan-
cement complet des jobs.
1.6 Exemple d’instance
A` travers cette e´tude, nous conside´rons un exemple d’instance a` 3 ope´rateurs (o1,
o2, o3), 2 compe´tences (c1, c2), 3 jobs (j1, j2, j3) et 2 roulements contenant chacun
une unique pe´riode d’activite´ (ω1 = J0, 8J, ω2 = J8, 16J).
o1 et o2 maˆıtrisent la compe´tence c1 et o3 maˆıtrise c1 et c2. Les autres caracte´-
ristiques de cette instance (que nous noterons par la suite Exemple 1) sont de´crites
dans le tableau 1.
j1 j2 j3 o1 o2 o3
rj 0 2 8 η
o
ω1
10 7 2
dj 10 8 16 η
o
ω2
5 3 9
pj 9 2 3
cj c1 c1 c2
Table 1 – Caracte´ristiques de Exemple 1
Une solution re´alisable (couˆt : 26) pour Exemple 1 consiste a` affecter ω1 a` o1 et
o2, et ω2 a` o3. Le diagramme de Gantt (figure 1) illustre alors un plan de production
possible pour cette solution.
o3
1680
j1o1
0 2 8 164
j2o2
0 8 169 11
j1 j3
Figure 1 – Diagramme de Gantt
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Chapitre 1
Formalisations
Dans ce premier chapitre, nous pre´sentons deux formalisations du proble`me.
Une mode´lisation indexe´e sur le temps de´coulant intuitivement de la formulation
de la proble´matique est tout d’abord propose´e. Certaines variables de de´cision de
cette premie`re mode´lisation sont ensuite agre´ge´es afin de proposer un second mode`le
plus compact. Cette seconde formalisation constitue d’ailleurs le mode`le de base de
chaque me´thode de re´solution de´crite dans ce document.
1.1 Formalisation indexe´e sur le temps
Nous proposons ici une premie`re mode´lisation du proble`me sous forme d’un Pro-
gramme Line´aire en Nombres Entiers. Cette premie`re formalisation intuitive est
indexe´e sur le temps.
1.1.1 Donne´es
Les donne´es en entre´e de notre proble`me sont :
– H repre´sente l’horizon de planification
– J est l’ensemble des jobs
– cj est la compe´tence requise par le job j ∈ J
– Dj de´crit la feneˆtre temporelle d’exe´cution du job j ∈ J
– O est l’ensemble des ope´rateurs
– C =
⋃
o∈O
Co est l’ensemble des compe´tences, Co repre´sentant l’ensemble des
compe´tences maˆıtrise´es par l’ope´rateur o
– Ω =
⋃
o∈O
Ωo est l’ensemble des roulements, Ωo repre´sentant l’ensemble des rou-
lements qui peuvent eˆtre affecte´s a` l’ope´rateur o
– σω est le vecteur caracte´ristique sur l’horizon du roulement ω : σ
t
ω = 1 si le
roulement ω est travaille´ a` l’instant t, σtω = 0 sinon
– ηoω est le couˆt d’utilisation du roulement ω par l’ope´rateur o
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1.1.2 Variables de de´cision
Les variables de de´cision que nous de´finissons pour cette formalisation sont :
– xjt = 1 si une unite´ du job j est exe´cute´e a` l’instant t, 0 sinon
– yoω = 1 si le roulement ω est affecte´ a` l’ope´rateur o, 0 sinon
– zoct = 1 si l’ope´rateur o utilise la compe´tence c a` l’instant t, 0 sinon
1.1.3 Programme Line´aire
Une premie`re formalisation [Q], indexe´e sur le temps, de notre proble´matique
s’e´crit alors :
[Q] : min
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω (1.1)
∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1 (1.2)
∀j ∈ J
∑
t∈Dj
xjt = pj (1.3)
∀t ∈ H,∀c ∈ C
∑
j∈J |
cj=c
xjt −
∑
o∈O|
c∈Co
zoct = 0 (1.4)
∀t ∈ H,∀o ∈ O
∑
c∈Co
zoct −
∑
ω∈Ωo
σtω · yoω ≤ 0 (1.5)
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1} (1.6)
∀j ∈ J,∀t ∈ H xjt ∈ {0, 1} (1.7)
∀o ∈ O, ∀c ∈ Co,∀t ∈ H zoct ∈ {0, 1} (1.8)
Les contraintes (1.2) astreignent l’affectation d’exactement un roulement a` chaque
ope´rateur.
L’exe´cution comple`te des jobs durant leur feneˆtre d’exe´cution est assure´e par
(1.3).
Pour leur part, les contraintes (1.4) indiquent que, a` chaque instant t, on effectue
exactement autant d’unite´s de jobs reque´rant la compe´tence c qu’il y a d’ope´rateurs
utilisant c sur t.
Enfin, les contraintes (1.5) forcent les ope´rateurs a` n’utiliser qu’au plus une com-
pe´tence sur chaque instant ou` ils sont pre´sents (selon le roulement qui leur est
attribue´) et exactement 0 lorsqu’ils sont absents.
1.2 Formalisation compacte
Afin de re´duire le nombre de variables du mode`le indexe´ sur le temps pre´sente´ ci-
dessus, nous proposons ici une seconde formalisation base´e sur une repre´sentation par
intervalles de temps et sur une agre´gation des ope´rateurs en profils de compe´tences.
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1.2.1 Repre´sentation par intervalles de temps
Nous re´duisons tout d’abord les instants conside´re´s dans le mode`le en ne nous
inte´ressant plus qu’a` des intervalles de temps choisis. Pour cela, nous extrayons de
H les instants significatifs, a` savoir la date de disponibilite´ rj et la date e´chue dj
de chaque job j ∈ J , ainsi que les bornes des intervalles de pre´sence de chaque
roulement ω ∈ Ω. Les instants ainsi extraits sont ensuite trie´s par ordre croissant
puis apparie´s par paires successives de manie`re a` former kmax intervalles de temps
Ik (k ∈ K = J1, kmaxK) disjoints deux a` deux ; par de´finition H = ∪k∈KIk et ∀k 6=
k′ : Ik ∩ Ik′ = ∅. Une couverture comple`te de H est ainsi de´termine´e.
Notons que chaque instant t non extrait est dit inactif car aucun job ne peut
de´buter ni ne doit se terminer, et aucun ope´rateur ne peut commencer ni ne doit
arreˆter de travailler en t. Ainsi, sur chaque intervalle Ik, les instants sont e´quiva-
lents entre eux en termes de couˆt et de disponibilite´ des ressources (ope´rateurs et
compe´tences).
Pour Exemple 1, comme l’indique le sche´ma 1.1, 4 intervalles de temps peuvent
eˆtre de´finis : I1 = J0, 2J, I2 = J2, 8J, I3 = J8, 10J et I4 = J10, 16J.
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I1 I2 I3 I4
0 2 8 10
Figure 1.1 – Intervalles de temps pour Exemple 1
1.2.2 Agre´gation des ope´rateurs en profils de compe´tences
Nous agre´geons ensuite les variables dites de ressources ope´rateurs-compe´tences
(variables zoct) en profils de compe´tences. Ces variables n’agissent pas directement
dans la fonction couˆt du proble`me. Il est donc inutile de diffe´rencier les ope´rateurs
posse´dant exactement les meˆmes compe´tences lors de l’affectation des compe´tences
aux instants. L’ensemble Θ ⊆ P(C) est alors de´fini pour de´signer l’ensemble des
profils de compe´tences θ ∈ Θ.
Chaque ope´rateur o ∈ O se voit affecter un unique profil de compe´tences θo. Deux
ope´rateurs distincts partagent le meˆme profil de compe´tences θ si et seulement s’ils
maˆıtrisent tous les deux uniquement et exactement chaque compe´tence de θ.
Un profil de compe´tences peut alors eˆtre vu comme une ge´ne´ralisation des ope´-
rateurs au sens de leurs compe´tences.
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O Co Θo
o1 {c1} θ1
o2 {c1} θ1
o3 {c1, c2} θ2
Table 1.1 – Profils de compe´tence pour Exemple 1
Pour Exemple 1, deux profils de compe´tences peuvent eˆtre de´finis, θ1 = {c1}
pour o1 et o2 et θ2 = {c1, c2} pour o3. Le tableau 1.1 sche´matise l’attribution de ces
deux profils de compe´tence θ1 et θ2.
1.2.3 Variables de de´cision
Nous de´finissons ici de nouvelles variables de de´cision pour cette autre formali-
sation :
– xjk est le nombre d’unite´s du job j exe´cute´es durant l’intervalle de temps Ik
– yoω = 1 si le roulement ω est affecte´ a` l’ope´rateur o, 0 sinon
– zθck est le nombre d’unite´s de compe´tence c utilise´es par le profil de compe´-
tences θ durant Ik
1.2.4 Programme Line´aire
Une seconde formalisation [P ], de´rivant de [Q], peut alors eˆtre propose´e :
[P ] : min
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω (1.9)
∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1 (1.10)
∀j ∈ J
∑
k∈K|
Ik⊆Dj
xjk = pj (1.11)
∀k ∈ K, ∀c ∈ C
∑
j∈J |
cj=c
xjk −
∑
θ∈Θ|
c∈θ
zθck = 0 (1.12)
∀k ∈ K, ∀θ ∈ Θ
∑
c∈θ
zθck −
∑
o∈O|
θo=θ
∑
ω∈Ωo|
Ik⊆ω
lk · yoω ≤ 0 (1.13)
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1} (1.14)
∀j ∈ J,∀k ∈ K xjk ∈ J0,min(pj, lk)K (1.15)
∀θ ∈ Θ,∀c ∈ θ, ∀k ∈ K zθck ∈ J0, lk · card {o ∈ O|θo=θ}K (1.16)
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ou` lk de´signe la longueur de l’intervalle Ik, les autres donne´es e´tant analogues a` celles
utilise´es pour la formalisation [Q] indexe´e sur le temps.
Les techniques de re´solution propose´es dans cette e´tude sont base´es sur cette
seconde formalisation car elle s’ave`re, dans la pratique, nettement plus efficace en
termes de temps de calcul.
1.2.5 Reconstitution d’une solution comple`te indexe´e sur le
temps
Dans cette section, nous expliquons comment, depuis une solution optimale
(notons-la (x¯∗, y¯∗, z¯∗)) du mode`le agre´ge´ [P ], il est toujours possible de reconsti-
tuer de manie`re polynomiale une solution optimale du mode`le [Q] indexe´ sur le
temps.
y¯∗ de´finit, pour chaque ope´rateur, un roulement d’affectation. Ce meˆme groupe
de variables est implique´ dans les deux formalisations [P ] et [Q]. Ce sont de plus les
seules variables influant sur la fonction-objectif commune aux deux mode`les [P ] et
[Q]. y¯∗ est alors par conse´quent, de par l’e´quivalence des formalisations, e´galement
solution optimale de [Q].
Par la suite, on notera ω¯∗o le roulement ω ∈ Ω affecte´ a` l’ope´rateur o ∈ O selon
y¯∗, c’est-a`-dire : le roulement ω ∈ Ω/y¯o∗ω = 1. Le respect de la contrainte (1.10)
implique que ω¯∗o est de´fini et ne´cessairement unique pour chaque ope´rateur.
Les variables x¯∗jk (j ∈ J, k ∈ K) de´finissent, pour leur part, le nombre d’unite´s
du job j a` re´aliser durant l’intervalle de temps Ik. x¯
∗ est une solution re´alisable de
[P ], il existe alors au moins une distribution z¯∗ en ressources (ici les compe´tences
des profils de compe´tences) permettant l’exe´cution, sur chaque intervalle de temps,
de la production de´finie par x¯∗.
On sait de plus que, par construction, les effectifs en ope´rateurs (et donc en
compe´tences) sont constants durant chaque intervalle de temps Ik.
De`s lors, a` tout plan de production (indexe´ sur les instants) ve´rifiant les ni-
veaux de production induits par les variables x¯∗ sur chaque intervalle de temps
Ik, correspond ne´cessairement une affectation re´alisable en ressources ope´rateurs-
compe´tences.
Par conse´quent, pour trouver une solution comple`te de´rivant de (x¯∗, y¯∗, z¯∗), il
suffit de de´terminer une solution indexe´e sur le temps ve´rifiant les niveaux de pro-
duction induits par x¯∗ durant chaque intervalle de temps Ik.
Trouver une solution comple`te indexe´e sur le temps revient alors a` fixer une
distribution (existant ne´cessairement) des variables de de´cision x et z du mode`le
[Q], re´pondant aux exigences du proble`me d’existence [SIT ] 2 suivant :
2. SIT e´tant acronyme de Solution Indexe´e sur le Temps
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[SIT ] : Existe-t-il une distribution des variables x et z ve´rifiant :
∀j ∈ J,∀k ∈ K
∑
t∈Dj∩Ik
xjt = x¯
∗
jk (1.17)
∀t ∈ H,∀c ∈ C
∑
j∈J |
cj=c
xjt −
∑
o∈O|
c∈Co
zoct · σtω¯∗o = 0 (1.18)
∀t ∈ H,∀o ∈ O
∑
c∈Co
zoct ≤ 1 (1.19)
∀j ∈ J,∀t ∈ H xjt ∈ {0, 1} (1.20)
∀o ∈ O, ∀c ∈ Co,∀t ∈ H zoct ∈ {0, 1} (1.21)
(1.17) assure que pour chaque job et durant chaque intervalle de temps, le niveau
de production induit par la solution x¯∗ de [P ] est exactement respecte´.
Pour sa part, (1.18) indique que, a` chaque instant t, on effectue exactement
autant d’unite´s de jobs reque´rant la compe´tence c qu’il y a d’ope´rateurs utilisant c
a` t.
(1.19) force enfin les ope´rateurs a` utiliser au plus une compe´tence a` chaque
instant.
Les contraintes de [SIT ] sont l’expression des contraintes d’un proble`me de flot
maximum sur un graphe oriente´ de´composable en niveaux ; notons-le GSIT = (X,U),
avec
• Ensemble des sommets : X = {α} ∪ JK ∪HC ∪OH ∪ {β}
– α : source
– JK : produit carte´sien de J et K
– HC : produit carte´sien de H et C
– OH : produit carte´sien de O et H
– β : puits
• Ensemble des arcs : {a, b} ∈ U - (capacite´ γab) -
– ∀a ∈ JK : (α, a) ∈ U , avec γαa = x¯∗jaka
– ∀a ∈ JK,∀b ∈ HC : (a, b) ∈ U ⇔ (cja = cb) ∧ (tb ∈ Dja ∩ Ika), avec γab = 1
– ∀a ∈ HC,∀b ∈ OH : (a, b) ∈ U ⇔ (ta = tb) ∧ (ca ∈ Cob) ∧
(
σtbω¯∗ob
= 1
)
, avec
γab = 1
– ∀a ∈ OH : (a, β) ∈ U , avec γaβ = 1
La figure 1.2 donne l’allure du graphe GSIT dans le cas ge´ne´ral.
Dans la mesure ou` on a de´ja` e´tabli que [SIT ] est ne´cessairement re´alisable, il est
trivial de ve´rifier qu’il existe un flot sur GSIT saturant l’ensemble des arcs incidents
exte´rieurement a` α, c’est-a`-dire un flot de valeur
∑
j∈J
∑
k∈K
x¯∗jk ; ce n’est en effet qu’a`
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(σtω¯∗o = 1)
x¯jk 1 1
JK
j0k1
j1k1
j0k2
j1k2
jjkk
t0c0
t0c1
t1c0
t1c1
ttcc
1
o0t0
o0t1
o1t0
o1t1
oott
HC OH
Notation: γab
βα
(t ∈ Dj ∩ Ik)
(jk, tc) ∈ U
⇔
(ti = tj)
∧
(cj = c)
∧
⇔
(tic, otj) ∈ U
(c ∈ Co)∧
Figure 1.2 – Structure du graphe GSIT
cette condition que l’ensemble des niveaux de production induits par la solution x¯∗
de [P ] sont tous exactement respecte´s.
Un tel flot peut eˆtre obtenu, en un temps polynomial, en utilisant l’algorithme
de pre´flot (Preflow-Push algorithm) de´crit dans [AMO93].
Une solution comple`te indexe´e sur le temps est alors obtenue en utilisant les
relations suivantes :
– ∀j ∈ J,∀t ∈ H xjt = 1 si la valeur du flot de l’arc (jk, tcj) (avec k ∈ K/t ∈ Ik)
est e´gale a` 1, 0 sinon.
– ∀o ∈ O, ∀c ∈ Co,∀t ∈ H zoct = 1 si la valeur du flot de l’arc (tc, ot) est e´gale a`
1, 0 sinon.
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Chapitre 2
Bornes infe´rieures par
de´composition lagrangienne
Afin d’obtenir des bornes infe´rieures a` notre proble`me, nous avons e´tudie´ deux
de´compositions lagrangiennes s’appuyant toutes deux sur la formalisation [P ] propo-
se´e en 1.2.4. L’ide´e sous-jacente de ces relaxations est de de´coupler les deux niveaux
de de´cision de notre proble´matique, a` savoir la planification des emplois du temps
et l’ordonnancement des jobs. Nous pre´sentons dans un premier temps une de´com-
position lagrangienne dualisant l’ensemble des contraintes couplantes, i.e. (1.12) et
(1.13). Une seconde relaxation lagrangienne dualisant uniquement (1.13) est ensuite
e´tudie´e.
2.1 De´composition lagrangienne totale
Dans cette premie`re approche, nous dualisons les deux jeux de contraintes cou-
plantes (1.12) et (1.13) du mode`le [P ] propose´ en 1.2.4. L’objectif de ce proce´de´ est
d’obtenir rapidement, du fait de la simplicite´ a priori du proble`me relaxe´, une borne
infe´rieure au proble`me global.
En dualisant (1.12) et (1.13), on obtient la fonction de Lagrange suivante :
Ltot(x, y, z, τ, pi) =
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω+
∑
k∈K
∑
c∈C
τkc ·
∑
j∈J |
cj=c
xjk −
∑
θ∈Θ|
c∈θ
zθck
+
∑
k∈K
∑
θ∈Θ
pikθ ·
∑
c∈θ
zθck −
∑
o∈O|
θo=θ
∑
ω∈Ωo|
Ik⊆ω
lk · yoω

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avec
– ∀k ∈ K, ∀c ∈ C, τkc ∈ R le multiplicateur de Lagrange de chaque contrainte
(1.12)
– ∀k ∈ K, θ ∈ Θ, pikθ ∈ R+ le multiplicateur de Lagrange de chaque contrainte
(1.13)
La fonction duale associe´e a` toute distribution (τ, pi) des multiplicateurs de La-
grange est alors :
Ltot(τ, pi) = min Ltot(x, y, z, τ, pi)
∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1
∀j ∈ J
∑
k∈K|
Ik⊆Dj
xjk = pj
∑
θ∈Θ
∑
c∈θ
∑
k∈K
zθck =
∑
j∈J
pj (2.1)
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1}
∀j ∈ J,∀k ∈ K xjk ∈ J0,min(pj, lk)K
∀θ ∈ Θ,∀c ∈ θ, ∀k ∈ K zθck ∈ J0, lk · card {o ∈ O|θo=θ}K
On note ici l’ajout, par rapport a` la formalisation [P ], d’un nouveau groupe de
contraintes : (2.1). (2.1) implique l’e´galite´ entre le nombre total de compe´tences
utilise´es et la somme des dure´es des jobs. C’est une contrainte redondante pour [P ] ;
il en effet trivial de constater que respecter (1.12) conduit ne´cessairement a` ve´rifier
(2.1). Ne´anmoins, du fait de la dualisation de (1.12), plus rien n’oblige ici le respect
de cette contrainte non couplante. Nous ajoutons par conse´quent l’e´galite´ (2.1) afin
de moins de´naturer le proble`me relaxe´ e´tudie´.
Ce Programme Line´aire en Nombres Entiers se de´compose en trois sous-proble`mes
inde´pendants. On a Ltot(τ, pi) = L
x
tot(τ) + L
y
tot(pi) + L
z
tot(τ, pi), avec
Lxtot(τ) = min
∑
k∈K
∑
c∈C
∑
j∈J |
cj=c
xjk · τkc
∀j ∈ J
∑
k∈K|
Ik⊆Dj
xjk = pj
∀j ∈ J,∀k ∈ K xjk ∈ J0,min(pj, lk)K
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Lytot(pi) = min
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
yoω ·
ηoω + ∑
k∈K|
Ik⊆ω
pikθo · lk

∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1}
et
Lztot(τ, pi) = min
∑
θ∈Θ
∑
c∈θ
∑
k∈K
zθck · (pikθ − τkc)∑
θ∈Θ
∑
c∈θ
∑
k∈K
zθck =
∑
j∈J
pj
∀θ ∈ Θ,∀c ∈ θ, ∀k ∈ K zθck ∈ J0, lk · card {o ∈ O|θo=θ}K
Pour une distribution de τ et pi fixe´e, la re´solution de ces trois sous-proble`mes
est polynomiale.
Calculer Lxtot(τ) consiste a` ordonnancer l’ensemble des jobs au moindre couˆt, τkc
e´tant le couˆt de re´alisation d’une unite´ de job reque´rant la compe´tence c sur l’in-
tervalle Ik. Le calcul de L
x
tot(τ) se fait alors en se´lectionnant les couples (pe´riode
de temps k - compe´tence c) par ordre croissant de leur multiplicateur τkc. On or-
donnance ensuite, pour chaque job reque´rant la compe´tence c, autant d’unite´s que
possible sur l’intervalle de temps Ik. Le calcul s’arreˆte lorsque tous les jobs ont e´te´
entie`rement ordonnance´s. L’algorithme 1 de´taille les e´tapes de ce calcul.
Le calcul de Lytot(pi) est re´alise´ en se´lectionnant le roulement ω ∈ Ωo de moindre
couˆt re´gularise´ (ηoω +
∑
k∈K/Ik⊆ω
pikθo · lk) pour chaque ope´rateur o ∈ O. Les grandes
lignes du calcul de Lytot(pi) sont donne´es par l’algorithme 2.
Le calcul de Lztot(τ, pi) se fait en se´lectionnant les variables zθck par ordre croissant
de leur couˆt re´gularise´ (pikθ − τkc), puis en les saturant jusqu’a` ce que leur somme
vaille la somme des dure´es des jobs. L’algorithme 3 re´sume la de´marche du calcul
de Lztot(τ, pi) de´crite ici.
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Algorithme 1 Calcul de Lxtot(τ)
z ← 0 ; J∗ ← J
∀j ∈ J γj ← pj
L← Liste des multiplicateurs τkc trie´s par ordre croissant
Re´pe´ter
τ ∗kc ← 1er e´le´ment de L
Pour tout j ∈ J∗ Faire
Si (cj = c) ∧ (Dj ∩ Ik 6= ∅) alors
xjk ← min(γj, card {Dj ∩ Ik})
γj ← γj − xjk
z ← z + τ ∗kc · xjk
Fin Si
Si γj = 0 alors
J∗ ← J∗\{j}
Fin Si
Fin Pour
L← L\{τ ∗kc}
Jusqu’a` J∗ = ∅
Renvoyer z
Algorithme 2 Calcul de Lytot(pi)
z ← 0
Pour tout o ∈ O Faire
min←∞
Pour tout ω ∈ Ωo Faire
Si
ηoω + ∑
k∈K/Ik⊆ω
pikθo · lk < min
 alors
min← ηoω +
∑
k∈K/Ik⊆ω
pikθo · lk
ω∗ ← ω
Fin Si
Fin Pour
yoω∗ ← 1
z ← z + min
Fin Pour
Renvoyer z
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Algorithme 3 Calcul de Lztot(τ, pi)
z ← 0 ; somme←
∑
j∈J
pj
L← Liste des couˆts re´gularise´s αθkc (avec αθkc = pikθ−τkc) trie´s par ordre croissant
Re´pe´ter
α∗θkc ← 1er e´le´ment de L
zθck ← min(somme, lk · card {o ∈ O|θo=θ})
somme ← somme −zθck
z ← z + zθck · α∗θkc
L← L\{α∗θkc}
Jusqu’a` somme = 0
Renvoyer z
Le proble`me dual consiste a` re´soudre :
[D] : Ltot(τ
∗, pi∗) = max
τ,pi
Ltot(τ, pi)
D’apre`s le the´oreˆme de la dualite´ faible, [P ] e´tant un proble`me en minimisation,
Ltot(τ
∗, pi∗) est une borne infe´rieure de la valeur optimale de [P ].
La maximisation de Ltot peut eˆtre effectue´e graˆce a` une me´thode de sous-gradient
classique [HWC74].
Les trois-sous proble`mes lagrangiens de´crits ici posse`dent la proprie´te´ d’inte´-
grite´ ; les me´thodes pre´sente´es ci-dessus permettent d’ailleurs toutes d’obtenir des
solutions optimales entie`res. La valeur de la borne calcule´e est donc e´quivalente a`
la borne obtenue en re´solvant la relaxation continue de [P ] [Geo74]. Notons que la
de´composition lagrangienne totale de´finie ici se calcule sans solveur de programma-
tion line´aire ; il est donc the´oriquement possible de s’affranchir d’un tel outil pour
atteindre une borne de qualite´ identique a` la relaxation continue.
Cette premie`re relaxation lagrangienne a pour inte´reˆt d’avoir trois sous-proble`mes
simples a` re´soudre. Cependant, la dualisation des deux jeux de contraintes cou-
plantes (1.12) et (1.13) induit un proble`me relaxe´ assez de´nature´. La complexite´ du
proble`me se trouve alors transfe´re´e vers la me´thode de sous-gradient. On peut ainsi
naturellement pre´sager d’une certaine lenteur de convergence de la technique. Dans
cette perspective, nous de´finissons ci-apre`s une nouvelle de´composition lagrangienne,
moins drastique quant a` la de´naturation du proble`me global.
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2.2 De´composition lagrangienne partielle
Le calcul de la seconde borne infe´rieure par de´composition lagrangienne s’appuie
la` encore sur la formalisation [P ] de´crite en 1.2.4. La contrainte couplante (1.13) est
ici la seule contrainte dualise´e. La fonction de Lagrange alors obtenue est :
Lpart(x, y, z, pi) =
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω+
∑
k∈K
∑
θ∈Θ
pikθ ·
∑
c∈θ
zθck −
∑
o∈O|
θo=θ
∑
ω∈Ωo|
Ik⊆ω
lk · yoω

avec ∀k ∈ K, ∀θ ∈ Θ pikθ ∈ R+ le multiplicateur de Lagrange de chaque contrainte
(1.13).
La fonction duale associe´e a` toute distribution (pi) des multiplicateurs de La-
grange est alors :
Lpart(pi) = min Lpart(x, y, z, pi)
∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1
∀j ∈ J
∑
k∈K|
Ik⊆Dj
xjk = pj
∀k ∈ K, ∀c ∈ C
∑
j∈J |
cj=c
xjk −
∑
θ∈Θ|
c∈θ
zθck = 0
∀k ∈ K, ∀θ ∈ Θ
∑
c∈θ
zθck ≤ lk · card {o ∈ O|θo=θ}
(2.2)
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1}
∀j ∈ J,∀k ∈ K xjk ∈ J0,min(pj, lk)K
∀θ ∈ Θ,∀c ∈ θ, ∀k ∈ K zθck ∈ J0, lk · card {o ∈ O|θo=θ}K
A` l’instar de la premie`re de´composition lagrangienne, on introduit ici aussi un
groupe de contraintes redondantes pour [P ] : (2.2). La contrainte non couplante (2.2)
limite le nombre d’employe´s pouvant travailler sur une machine durant un intervalle
de temps donne´. Dans le mode`le complet [P ] pre´sente´ en 1.2.4, il est trivial de ve´rifier
que le respect de (1.13) implique le respect de (2.2). Dans la mesure ou` (1.13) est ici
relaxe´e, nous ajoutons (2.2) afin, la` encore, de moins de´naturer le proble`me relaxe´
e´tudie´.
26
2.2. De´composition lagrangienne partielle
Lpart(x, y, z, pi) se de´compose en deux sous-proble`mes inde´pendants. On a Lpart(pi) =
Lypart(pi) + L
xz
part(pi), avec
Lypart(pi) = min
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
yoω ·
ηoω − ∑
k∈K|
Ik⊆ω
pikθo · lk

∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1}
et
Lxzpart(pi) = min
∑
k∈K
∑
θ∈Θ
∑
c∈θ
pikθ · zθck
∀j ∈ J
∑
k∈K|
Ik⊆Dj
xjk = pj
∀k ∈ K, ∀c ∈ C
∑
j∈J |
cj=c
xjk −
∑
θ∈Θ|
c∈θ
zθck = 0
∀k ∈ K, ∀θ ∈ Θ
∑
c∈θ
zθck ≤ lk · card {o ∈ O|θo=θ}
∀j ∈ J,∀k ∈ K xjk ∈ J0,min(pj, lk)K
∀θ ∈ Θ,∀c ∈ θ, ∀k ∈ K zθck ∈ J0, lk · card {o ∈ O|θo=θ}K
Pour une distribution de pi fixe´e, la re´solution de ces deux sous-proble`mes est
polynomiale.
Lypart(pi) est e´quivalent a` L
y
tot(pi). L
y
part(pi) se calcule alors en appliquant l’al-
gorithme 2, c’est-a`-dire en se´lectionnant le roulement de moindre couˆt re´gularise´
(ηoω +
∑
k∈K/Ik⊆ω
pikθo · lk) pour chaque ope´rateur o ∈ O.
Lxzpart(pi) est l’expression d’un proble`me de flot maximum a` couˆt minimum sur un
graphe oriente´ de´composable en niveaux ; notons le Glag = (X,U), avec
• Ensemble des noeuds : X = {s} ∪ J ∪KC ∪ΘK ∪ {t}
– s : source
– J : Ensemble des jobs J
– KC : Produit carte´sien de K et C
– ΘK : Produit carte´sien de Θ et K
– t : puits
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• Ensemble des arcs : {α, β} ∈ U - (capacite´ γαβ, couˆt µαβ) -
– ∀j ∈ J : (s, j) ∈ U , avec γsj = pj et µsj = 0
– ∀j ∈ J,∀a ∈ KC : (j, a) ∈ U ⇔ (cj = ca) ∧ (Ika ⊆ Dj), avec
γja = min(pj, lka) et µja = 0
– ∀a ∈ KC, ∀b ∈ ΘK : (a, b) ∈ U ⇔ (Ika = Ikb) ∧ (ca ∈ θb), avec
γab = lka · card {o ∈ O|θo=θb} et µab = pikθb
– ∀b ∈ ΘK : (b, t) ∈ U , avec γbt = lkb · card {o ∈ O|θo=θb} et µbt = 0
La figure 2.1 de´crit la structure du graphe Glag.
∧
k1c0
k1c1
s
j0
jj
j1
k0c0
k0c1
θ0k0
θ0k1
θ1k1
θ1k0
Notation:
(
γαβ
µαβ
)
t
J KC
(
pj
0
)
(j, kc) ∈ U
⇔
(Ik ⊆ Dj)
(cj = c)
(kic, θkj) ∈ U
⇔
(Iki = Ikj )
(c ∈ θ)
(
min(pj, lk)
0
) (
lk · card {o ∈ O|θo=θ}
0
)
ΘK
(
lk · card {o ∈ O|θo=θ}
pikθ
)
∧
Figure 2.1 – Structure de Glag
Le calcul de Lxzpart(pi) consiste a` de´terminer un flot maximum a` couˆt minimum
sur Glag.
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Proposition 1 (Valeur du flot maximal sur Glag)
La valeur du flot maximal sur Glag est e´gale a` la somme des dure´es des jobs de
J , soit
∑
j∈J
pj.
Preuve.
Supposont un flot Flag saturant l’ensemble des arcs incidents exte´rieurement a` s.
Le de´bit de Flag est e´gal a` la somme des capacite´s des arcs (s, j) (avec j ∈ J),
soit
∑
j∈J
pj.
∑
j∈J
pj est donc une borne supe´rieure au flot maximal sur Glag.
Ve´rifions de´sormais que Flag est compatible a` Glag, c’est-a`-dire ve´rifions que la
loi de conservation aux noeuds est bien respecte´e en tout sommet de Glag.
Il est trivial de ve´rifier que, par construction du graphe Glag, a` chaque sommet
j ∈ J correspond suffisamment de sommets kc ∈ KC incidents pour que le flot
entrant en j puisse eˆtre transfe´re´ vers ses successeurs.
La re´alisabilite´ de Flag est alors conditionne´e par le respect de la loi de conser-
vation aux noeuds des sommets kc ∈ KC et θk ∈ ΘK.
La capacite´ des arcs incidents exte´rieurement a` chaque sommet kc ∈ KC et θk ∈
ΘK est e´gale a` lk · card {o ∈ O|θo=θ}. Cela revient ainsi a` conside´rer, concre`tement,
que chaque ope´rateur o ∈ O puisse travailler a` tout instant durant chaque intervalle
de temps Ik (ce qui correspond bien a` la dualisation en cours ici des contraintes de
ressources (1.13)). Les ressources en compe´tences des ope´rateurs sont alors suppose´es
ici limite´es uniquement par le nombre d’ope´rateurs implique´s dans le proble`me.
De`s lors, on voit clairement que la loi de conservation aux noeuds en chaque som-
met kc ∈ KC et θk ∈ ΘK est respecte´e si le nombre m d’ope´rateurs est suffisamment
e´leve´ ; une condition suffisante pour cela est que [P ] soit re´alisable.
Par conse´quent, si on suppose qu’il existe au moins une solution re´alisable pour
[P ], la loi de conservation en chaque noeud de Glag est respecte´e, et Flag est un flot
compatible de valeur
∑
j∈J
pj.
Le proble`me dual consiste a` re´soudre :
[D] : Lpart(pi
∗) = max
pi
Lpart(pi)
D’apre`s le the´oreˆme de la dualite´ faible, Lpart(pi
∗) est une borne infe´rieure de la
valeur optimale de [P ].
La maximisation de Lpart peut eˆtre effectue´e graˆce a` une me´thode de sous-
gradient classique [HWC74].
Tout comme la premie`re relaxation lagrangienne de´crite ci-dessus, les deux sous-
proble`mes de cette seconde de´composition posse`dent la proprie´te´ d’inte´grite´ ; les me´-
thodes pre´sente´es ci-dessus permettent d’ailleurs toutes deux d’obtenir des solutions
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optimales entie`res. La valeur de la borne calcule´e est donc e´quivalente a` la borne
obtenue en re´solvant la relaxation continue de [P ] [Geo74]. La` encore, la de´compo-
sition lagrangienne propose´e ici se calcule sans solveur de programmation line´aire ;
il est donc the´oriquement possible de s’affranchir d’un tel outil pour atteindre une
borne de qualite´ identique a` la relaxation continue.
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De´composition de Benders
Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons a` une premie`re me´thode exacte pour
re´soudre notre proble`me couplant planification d’agents et ordonnancement de pro-
duction. La technique de´crite ici exploite la structure en deux niveaux de de´cision
du mode`le [P ] de´crit en 1.2.4. Il semble en effet assez naturel, devant une telle
formalisation en blocs, d’expe´rimenter une de´composition de Benders [Ben62].
Nous de´butons ce chapitre en proposant une nouvelle formalisation pour la pro-
ble´matique ge´ne´rale. Les deux sous-proble`mes implique´s dans notre de´composition
de Benders sont ensuite de´taille´s a` tour de roˆle. Le sche´ma de re´solution ge´ne´ral
ainsi que l’algorithme de la me´thode sont enfin pre´sente´s.
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3.1 Nouvelle formalisation
Afin d’assurer l’existence d’une solution re´alisable borne´e a` chaque ite´ration de
la me´thode, nous proposons une nouvelle formalisation [P ′] pour notre proble`me
couplant planification d’agents et ordonnancement de production. Ce nouveau mo-
de`le [P ′] s’appuie sur la formalisation [P ] de´crite en 1.2.4. Seul un jeu de variables
d’e´cart skθ positives est associe´ aux contraintes (1.13). [P
′] s’e´crit alors :
[P ′] : min
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω +M ·
(∑
k∈K
∑
θ∈Θ
skθ
)
∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1 (3.1)
∀j ∈ J
∑
k∈K|
Ik⊆Dj
xjk = pj
∀k ∈ K, ∀c ∈ C
∑
j∈J |
cj=c
xjk −
∑
θ∈Θ|
c∈θ
zθck = 0
∀k ∈ K, ∀θ ∈ Θ
∑
c∈θ
zθck −
∑
o∈O|
θo=θ
∑
ω∈Ωo|
Ik⊆ω
lk · yoω − skθ ≤ 0
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1} (3.2)
∀j ∈ J,∀k ∈ K xjk ∈ J0,min(pj, lk)K
∀θ ∈ Θ,∀c ∈ θ, ∀k ∈ K zθck ∈ J0, lk · card {o ∈ O|θo=θ}K
∀k ∈ K, ∀θ ∈ Θ skθ ∈ N
Proposition 2 (E´quivalence de solutions optimales entre (P ) et (P ′))
[P ] et [P ′] fournissent la meˆme solution optimale pour tout M >
∑
o∈O
(
max
ω∈Ωo
ηoω − min
ω∈Ωo
ηoω
)
.
Preuve.∑
o∈O
max
ω∈Ωo
ηoω (solution consistant a` se´lectionner le roulement admissible de couˆt le plus
e´leve´ pour chaque ope´rateur) est une borne supe´rieure triviale de [P ].∑
o∈O
min
ω∈Ωo
ηoω + M doit eˆtre une borne infe´rieure de [P
′] pour toute solution ir-
re´alisable de [P ], c’est-a`-dire pour toute solution {x¯, y¯, z¯, s¯} telle qu’il existe au
moins une variable d’e´cart positive s¯kθ ≥ 1. Par conse´quent, pour s’assurer la
meˆme solution optimale pour [P ] et [P ′], on doit choisir un nombre M tel que∑
o∈O
max
ω∈Ωo
ηoω <
∑
o∈O
min
ω∈Ωo
ηoω +M .
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3.2 De´finition du sous-proble`me
Supposons une distribution y¯ des roulements aux ope´rateurs fixe´e. Le sous-
proble`me re´sultant de [P ′] est alors [SP ′(y¯)], avec :
[SP ′(y¯)] : min
∑
k∈K
∑
θ∈Θ
skθ
∀j ∈ J
∑
k∈K|
Ik⊆Dj
xjk = pj (3.3)
∀k ∈ K, ∀c ∈ C
∑
j∈J |
cj=c
xjk −
∑
θ∈Θ|
c∈θ
zθck = 0 (3.4)
∀k ∈ K, ∀θ ∈ Θ
∑
c∈θ
zθck − skθ ≤
∑
o∈O|
θo=θ
∑
ω∈Ωo|
Ik⊆ω
lk · y¯oω
(3.5)
∀j ∈ J,∀k ∈ K xjk ∈ J0,min(pj, lk)K
∀θ ∈ Θ,∀c ∈ θ, ∀k ∈ K zθck ∈ J0, lk · card {o ∈ O|θo=θ}K
∀k ∈ K, ∀θ ∈ Θ skθN
Il est facile de ve´rifier que, pour toute distribution y¯, [SP ′(y¯)] admet ne´cessaire-
ment une solution re´alisable optimale borne´e (graˆce aux variables skθ).
En particulier, lorsque [SP ′(y¯)] admet pour optimum une solution de couˆt nul,
chaque variable d’e´cart skθ est nulle. Le second membre de la fonction-objectif de
[P ′] est alors nul et y¯ est une solution re´alisable du proble`me original [P ].
Proposition 3 (Totale unimodularite´ de la matrice de (SP ′(y¯)))
La matrice de contraintes (notons la Ay¯) de [SP
′(y¯)] est totalement unimodulaire.
Preuve.
Les conditions suivantes sont toutes respecte´es :
1. Chaque terme de Ay¯ vaut -1, 0 ou +1
2. Chaque colonne de Ay¯ contient au plus deux termes non nuls (trivial pour les
variables zθck et skθ et vrai pour les variables xjk car chaque job ne requiert
qu’une unique compe´tence)
3. L’ensemble I des lignes de Ay¯ peut eˆtre partitionne´ en 2 ensembles I1 = {(3.3)}
et I2 = {(3.4),(3.5)} tels que
– deux termes non nuls de meˆme signe d’une colonne de Ay¯ sont l’un dans une
ligne de I1, l’autre dans une ligne de I2
– deux termes non nuls de signe oppose´ d’une colonne de Ay¯ sont tous deux
dans I1, ou tous deux dans I2
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Proposition 4 (Proprie´te´ d’inte´grite´) La solution optimale de la relaxation conti-
nue de [SP ′(y¯)] est entie`re, et correspond alors a` la solution optimale de [SP ′(y¯)].
Preuve.
D’apre`s la proposition 3, la matrice Ay¯ des contraintes de [SP
′(y¯)] est totalement
unimodulaire. On sait de plus que les seconds membres de [SP ′(y¯)] sont tous entiers.
L’optimum de la relaxation continue de [SP ′(y¯)] est donc entier, et co¨ıncide avec
l’optimum de [SP ′(y¯)].
On peut donc relaxer les contraintes d’inte´grite´ des variables de [SP ′(y¯)] et se
ramener a` l’e´tude de sa relaxation continue (programme line´aire en variables conti-
nues), dont le dual [DSP ′(y¯)] s’e´crit :
[DSP ′(y¯)] : max gy¯(a, b, c, d, e) =
∑
j∈J
aj · pj+∑
k∈K
∑
θ∈Θ
ckθ ·
∑
o∈O|
θo=θ
∑
ω∈Ωo|
Ik⊆ω
lk · y¯oω+
∑
j∈J
∑
k∈K
min(pj, lk) · djk+∑
θ∈Θ
∑
c∈θ
∑
k∈K
lk · card {o ∈ O|θo=θ} · eθck
∀j ∈ J,∀k ∈ K αkj · aj + bkcj + dj ≤ 0 (3.6)
∀θ ∈ Θ, ∀c ∈ θ, ∀k ∈ K −bkc + ckθ + eθck ≤ 0 (3.7)
∀k ∈ K, ∀θ ∈ Θ −ckθ ≤ 1 (3.8)
∀j ∈ J aj ≶ 0 (3.9)
∀k ∈ K, ∀c ∈ C bkc ≶ 0 (3.10)
∀k ∈ K, ∀θ ∈ Θ ckθ ≤ 0 (3.11)
∀j ∈ J,∀k ∈ K djk ≤ 0 (3.12)
∀θ ∈ Θ,∀c ∈ θ, ∀k ∈ K eθck ≤ 0 (3.13)
ou` αkj = 1 si Ik ⊆ Dj, αkj = 0 sinon.
3.3 Expression de (P ′) en fonction des points ex-
treˆmes de (DSP ′(y))
On peut alors re´e´crire [P ′] sous la forme :
[P ′] : min
y/(3.1)∧(3.2)
{∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω +M ·min
y
SP ′(y)
}
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ou encore, en utilisant le the´oreˆme de la dualite´ forte, et en notant D le polye`dre
de´fini par D = {(a, b, c, d, e)/(3.6)− (3.13)} :
[P ′] : min
y/(3.1)∧(3.2)
{∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω +M · max
(a,b,c,d,e)∈D
gy(a, b, c, d, e)
}
Comme [SP ′(y)] admet toujours une solution re´alisable borne´e, [DSP ′(y)] aussi.
Ce dernier admet donc au moins un point extreˆme en lequel son optimum est atteint.
Par ailleurs, D ne de´pend pas de y. Par conse´quent, en conside´rant l’ensemble Q
de ses q points extreˆmes
(
Q =
{
(a˜1, b˜1, c˜1, d˜1, e˜1), . . . , (a˜q, b˜q, c˜q, d˜q, e˜q)
})
, on peut
re´e´crire [P ′] sous la forme :
[P ′] : min
y/(3.1)∧(3.2)
{∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω +M · max
i∈J1,qK gy(a˜i, b˜i, c˜i, d˜i, e˜i)
}
3.4 De´finition du programme maˆıtre
Le proble`me pre´ce´dent est e´quivalent au proble`me maˆıtre [MP ′] :
[MP ′] : min ψ
∀i ∈ J1, qK ∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω +M · gy(a˜i, b˜i, c˜i, d˜i, e˜i)− ψ ≤ 0
∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1}
ψ ∈ R
ou encore, sous l’hypothe`se que le proble`me global [P ] admette au moins une dis-
tribution re´alisable yf de y (auquel cas l’optimum de [DSP
′(yf )] est nul, signifiant
alors que ψf =
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · (yf )oω) :
[MP ′] : min
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω
∀i ∈ J1, qK gy(a˜i, b˜i, c˜i, d˜i, e˜i) ≤ 0
∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1}
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3.5 Sche´ma de re´solution
On peut alors re´soudre le proble`me maˆıtre [MP ′] par ge´ne´ration de contraintes
(coupes de Benders [Ben62]) : on conside`re [RMP ′r] le proble`me de´duit de [MP ′]
en n’inte´grant qu’un sous-ensemble Qr de r contraintes :
[RMP ′r] : min cy¯r =
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω
∀i ∈ J1, rK gy(a˜i, b˜i, c˜i, d˜i, e˜i) ≤ 0
∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1}
Chacun de ces proble`mes est re´solu avec un solveur de PLNE. Soit y¯r une solu-
tion optimale de [RMP ′r]. Pour ve´rifier que y¯r est une solution re´alisable (et alors
optimale) de [MP ′], il suffit de re´soudre le proble`me [DSP ′(y¯r)] avec un solveur de
PLNE. On obtient alors une solution (a¯r, b¯r, c¯r, d¯r, e¯r) de couˆt ν¯r.
Si ν¯r ≤ 0, alors e´videmment
∀i ∈ J1, qK gy¯r(a˜i, b˜i, c˜i, d˜i, e˜i) ≤ 0
et y¯r est une solution re´alisable et optimale de [MP
′] et donc, par e´quivalences
successives, de [P ′] et de [P ].
Si ν¯r > 0, alors la contrainte de [MP
′] lie´e au point extreˆme (a¯r, b¯r, c¯r, d¯r, e¯r) de
D est viole´e par la solution y¯r. On ajoute donc la contrainte
gy(a¯r, b¯r, c¯r, d¯r, e¯r) ≤ 0
a` [RMP ′r] (e´videmment pour la premie`re fois puisque que y¯r est une solution re´ali-
sable de [RMP ′r]) et on re´sout le nouveau proble`me.
Le nombre de points extreˆmes du polye`dre D e´tant fini, le processus converge en
un nombre fini d’e´tapes.
Notons ici que le temps de re´solution de chaque proble`me [RMP ′r] peut eˆtre
optimise´ en re´cupe´rant les informations de calcul des e´tapes pre´ce´dentes, c’est-a`-
dire : en appliquant l’algorithme dual du simplexe avec pour base initiale, la base
optimale de [RMP ′r−1].
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3.6 Algorithme
L’algorithme 4 de´taille les grandes lignes de la me´thode exacte base´e sur une
de´composition de Benders pre´sente´e ci-dessus.
Algorithme 4 Algorithme de la me´thode exacte base´e sur une de´composition de
Benders
LB ← 0, r ← 0
Re´pe´ter
y¯r ← solution optimale de [RMP ′r], de couˆt : cy¯r
LB ← cy¯r
(a¯r, b¯r, c¯r, d¯r, e¯r)← solution optimale de [DSP ′(y¯r)], de couˆt : ν¯r
Si ν¯r > 0 alors
ajouter la contrainte gy(a¯r, b¯r, c¯r, d¯r, e¯r) ≤ 0 a` [RMP ′r]
Fin Si
r ← r + 1
Jusqu’a` (ν¯r ≤ 0)
Renvoyer LB
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Chapitre 4
De´composition et ge´ne´ration de
coupes
Nous pre´sentons dans ce chapitre une seconde approche exacte de re´solution
par ge´ne´ration de coupes. A` l’instar de la de´composition de Benders pre´sente´e au
chapitre 3, elle exploite la de´composition naturelle en deux niveaux de de´cision du
proble`me couplant planification d’agents et ordonnancement de production auquel
nous nous inte´ressons dans cette premie`re partie de la the`se.
Cette proce´dure de coupes est base´e sur la formalisation [P ] propose´e en 1.2.4.
Elle peut eˆtre de´cline´e en deux variantes. Nous de´butons ce chapitre en pre´sentant
les parties communes aux deux versions, a` savoir : leur me´canisme ge´ne´ral, les sous-
proble`mes induits par la de´composition de la proble´matique ge´ne´rale et le sche´ma
de ge´ne´ration de coupes utilise´. Nous de´taillons ensuite les spe´cificite´s et algorithme
de chacune des deux versions.
4.1 Me´canisme ge´ne´ral
Tout comme la de´composition de Benders de´crite au chapitre 3, cette me´thode
exacte exploite la de´composition de [P ] (cf. 1.2.4) en deux sous-proble`mes. Un pro-
ble`me maˆıtre [MP ] de´finit tout d’abord une distribution de roulements aux ope´-
rateurs (notons-la y¯). Utilisant ces informations comme donne´es, un sous-proble`me
[SP (y¯)] ve´rifie ensuite la re´alisabilite´, aussi bien au niveau de l’exe´cution comple`te
des jobs que de la disponibilite´ suffisante de compe´tence a` chaque instant, de y¯. Si
[SP (y¯)] ne posse`de aucune solution re´alisable, une coupe invalidant y¯ est ajoute´e a`
[MP ]. Le processus ite`re alors jusqu’a` ce que l’affectation de moindre couˆt condui-
sant a` une solution re´alisable dans [SP (y¯)] ait e´te´ trouve´e. Si [P ] est irre´alisable, le
processus ite`re jusqu’a` ce que [MP ] n’ait plus de solution re´alisable.
4.1.1 De´finition du proble`me maˆıtre (MP )
Le proble`me maˆıtre [MP ] a pour but d’affecter au moindre couˆt un roulement
a` chaque ope´rateur, les contraintes liant les profils de compe´tences aux ope´rateurs
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ainsi que celles reliant les jobs aux ope´rateurs e´tant relaxe´es. Une formalisation de
[MP ] en termes de Programme Line´aire en Nombres Entiers, base´e sur le vecteur de
variables y et sur les contraintes affe´rant a` ces variables dans la formalisation [P ],
est par conse´quent :
[MP ] : min cy =
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω
∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1
Coupes
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1}
Coupes de´signant l’ensemble des coupes de re´alisabilite´ ajoute´es ite´rativement au
mode`le. Ces coupes permettent d’invalider des solutions de [MP ] ne conduisant pas
a` une solution re´alisable au vu de l’ensemble des contraintes.
4.1.2 De´finition du sous-proble`me (SP (y¯))
Conside´rons une affectation y¯ de roulements aux ope´rateurs comme une solution
re´alisable de [MP ].
Afin de juger de la re´alisabilite´ de y¯ pour [P ], nous devons ve´rifier que les
contraintes d’exe´cution comple`te des jobs et de disponibilite´ suffisante de compe´-
tence a` chaque instant peuvent eˆtre respecte´es par y¯. Dans cette optique, on intro-
duit le sous-proble`me [SP (y¯)]. [SP (y¯)] est lui aussi base´ sur le mode`le [P ], il repose
sur les contraintes impliquant les variables x et z de ce mode`le. Le but de [SP (y¯)]
est de fournir l’ordonnancement, compatible aux ressources humaines fixe´es par y¯,
qui maximise le nombre d’unite´s de jobs exe´ctue´es. Une mode´lisation en termes de
PLNE de [SP (y¯)] est alors :
[SP (y¯)] : max fy¯ =
∑
j∈J
∑
k∈K|
Ik⊆Dj
xjk
∀j ∈ J
∑
k∈K|
Ik⊆Dj
xjk ≤ pj
∀k ∈ K, ∀c ∈ C
∑
j∈J |
cj=c
xjk −
∑
θ∈Θ|
c∈θ
zθck = 0
∀k ∈ K, ∀θ ∈ Θ
∑
c∈θ
zθck ≤
∑
o∈O|
θo=θ
∑
ω∈Ωo|
Ik⊆ω
lk · y¯oω
∀j ∈ J,∀k ∈ K xjk ∈ J0,min(pj, lk)K
∀θ ∈ Θ,∀c ∈ θ, ∀k ∈ K zθck ∈ J0, lk · card {o ∈ O|θo=θ}K
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Proposition 5 (Condition ne´cessaire et suffisante pour la re´alisabilite´ de y¯)
y¯ est une solution re´alisable de [P ] si et seulement si la valeur optimale f ∗y¯ de
[SP (y¯)] est supe´rieure ou e´gale a`
∑
j∈J
pj.
Preuve.
f ∗y¯ est le nombre maximal d’unite´s de jobs qu’il est possible d’ordonnancer via y¯.
Dans la mesure ou` [P ] a pour but d’ordonnancer l’ensemble des jobs entie`rement,
seule une affectation y¯ permettant d’aboutir a` une valeur optimale f ∗y¯ ≥
∑
j∈J pj est
re´alisable pour [P ]. Par conse´quent, y¯ est re´alisable si et seulement si f ∗y¯ ≥
∑
j∈J pj.
[SP (y¯)] est un proble`me de flot maximum sur un graphe oriente´ de´composable
en niveaux ; notons le Gy¯ = (X,U), avec
• Ensemble des sommets : X = {s} ∪ J ∪KC ∪ΘK ∪ {t}
– s : source
– J : ensemble des jobs J
– KC : produit carte´sien de K et C
– ΘK : produit carte´sien de Θ et K
– t : puits
• Ensemble des arcs : {α, β} ∈ U - (capacite´ γαβ) -
– ∀j ∈ J : (s, j) ∈ U , avec γsj = pj
– ∀j ∈ J,∀a ∈ KC : (j, a) ∈ U ⇔ (cj = ca) ∧ (Ika ⊆ Dj), avec γja =
min(pj, lka)
– ∀a ∈ KC, ∀b ∈ ΘK : (a, b) ∈ U ⇔ (Ika = Ikb) ∧ (ca ∈ θb), avec
γab = lkb · card{o ∈ O|θo=θb}
– ∀b ∈ ΘK : (b, t) ∈ U , avec γbt =
∑
o∈O|
θo=θb
∑
ω∈Ωo|
Ikb⊆ω
lkb · y¯oω
Les figures 4.1 et 4.2 de´crivent respectivement Gy¯ dans le cas ge´ne´ral et pour
Exemple 1.
Dans nos expe´rimentations, nous utilisons l’algorithme de pre´flot (Preflow-Push
algorithm) [AMO93] pour re´soudre chaque proble`me de flot maximal [SP (y¯)].
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k1c1
Capacite´s:
k1c0
jj
∑
o∈O/
θo=θ
∑
ω∈Ωo/
Ik⊆ω
y¯oω · lk
s
k0c0
k0c1
θ0k0
θ0k1
θ1k1
θ1k0
⇔
(cj = c)
(j, kc) ∈ U
t
J
(c ∈ θ)
∧
(k1c, θk2) ∈ U
pj min(pj, lk) lk · |{o ∈ O/θo=θ}|
KC ΘK
(Ik ⊆ Dj) (Ik1 = Ik2)∧
⇔
j0
j1
Figure 4.1 – Structure du graphe Gy¯ dans le cas ge´ne´ral
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2
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j1
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9
3
k1c1
k1c2
k2c1
k2c2
k3c1
k3c2
k4c1
k4θ2
k4θ1
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k2θ2
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2
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2
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2
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Figure 4.2 – Structure du graphe Gy¯ pour Exemple 1
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4.1.3 Sche´ma de ge´ne´ration de coupes
On a vu, dans la proposition 5, que si la solution optimale de [SP (y¯)] a une
valeur fy¯ infe´rieure a`
∑
j∈J pj, il est impossible d’e´tablir un plan d’ordonnancement
global avec la distribution y¯. y¯ doit donc eˆtre, le cas e´che´ant, e´limine´ de l’ensemble
des solutions de [MP ].
Proposition 6 (Caracte´risation d’une solution re´alisable pour (P ))
Il existe une solution re´alisable pour [P ] compatible avec y¯ si et seulement si :
∑
b∈ΘK+
∑
o∈O|
θo=θb
∑
ω∈Ωo|
Ikb⊆ω
lkb·y¯oω ≥
∑
j∈J+
pj−
∑
j∈J+
∑
a∈KC−
min(pj, lka)−
∑
a∈KC+
∑
b∈ΘK−
lkb·card{o ∈ O|θo=θb}
– ∀u ∈ U (φu, γu) : (valeur du flot, capacite´) de l’arc u
– X = X+ ∪X− avec
– X+ = {s} ∪ J+ ∪KC+ ∪ΘK+
– X− = X+ = J− ∪KC− ∪ΘK− ∪ {t}
– ∀u = (α, β) ∈ U |{(α∈X+)∧(β∈X−)} : φu = γu
– ∀u = (α, β) ∈ U |{(α∈X−)∧(β∈X+)} : φu = 0
Preuve.
Conside´rons un flot Fy¯ de valeur fy¯ sur Gy¯.
En exploitant la de´composition en niveaux naturelle de Gy¯ et utilisant les nota-
tions et conditions mentionne´es ci-dessus, on peut voir que l’ensemble des sommets
de Gy¯ est partitionne´ en deux sous-ensembles X
+ et X− contenant respectivement la
source s et le puits t. X+/X− est alors une coupe (notons-la Ξ) source-puits valide.
La figure 4.3 illustre Ξ.
Ξ =
{
u = (α, β) ∈ U |{(α∈X+)∧(β∈X−)∧(φu=γu)}
}
ΘK−
ΘK+
J−
J+
KC−
KC+
t
{
u = (α, β) ∈ U |{(α∈X−)∧(β∈X+)∧(φu=0)}
}
s
Figure 4.3 – Coupe Ξ sur Gy¯
La capacite´ de Ξ est, par de´finition, e´gale a` la somme des capacite´s des arcs
incidents exte´rieurement a` X+ (s ∈ X+). La capacite´ ξ de Ξ vaut ainsi :
ξ =
∑
j∈J−
γsj +
∑
j∈J+
∑
a∈KC−
γja +
∑
a∈KC+
∑
b∈ΘK−
γab +
∑
b∈ΘK+
γbt
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Soit, en remplac¸ant les capacite´s par leur valeur :
ξ =
∑
j∈J−
pj+
∑
j∈J+
∑
a∈KC−
min(pj, lka)+
∑
a∈KC+
∑
b∈ΘK−
lkb·card {o ∈ O|θo=θb}+
∑
b∈ΘK+
∑
ω∈Ωo|
Ikb⊆ω
lkb·y¯oω
Par construction, l’ensemble des arcs incidents exte´rieurement a` X+ sont sature´s.
La valeur du flot fy¯ est donc e´gale a` la capacite´ ξ de la coupe Ξ. Par conse´quent, par
application du the´oreˆme de Ford-Fulkerson de coupe minimale/flot maximal [FF62],
fy¯ est la valeur de flot maximal (notons-la f
∗
y¯ ) sur Gy¯. On a donc :
f ∗y¯ = ξ
On sait d’autre part que y¯ est re´alisable si et seulement si f ∗y¯ ≥
∑
j∈J pj (propo-
sition 5). y¯ est donc, par e´quivalence, re´alisable si et seulement si :
ξ ≥
∑
j∈J
pj
Soit, en remplac¸ant ξ par sa valeur :
∑
b∈ΘK+
∑
o∈O|
θo=θb
∑
ω∈Ωo|
Ikb⊆ω
lkb · y¯oω ≥ ν
avec ν =
∑
j∈J+
pj −
∑
j∈J+
∑
a∈KC−
min(pj, lka)−
∑
a∈KC+
∑
b∈ΘK−
lkb · card{o ∈ O|θo=θb}
A` chaque solution y¯ juge´e irre´alisable pour [P ] par [SP (y¯)], on ajoute par conse´-
quent a` l’ensemble Coupes de [MP ] la coupe minimale de flot suivante :
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
αoω · yoω ≥ ν (4.1)
ou` ∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo, αoω =
∑
b∈ΘK+|
(θb=θp)∧(Ikb⊆ω)
lkb
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4.1.4 Nature du proble`me maˆıtre
La formalisation en PLNE d’un proble`me maˆıtre restreint [MP r] avec un sous-
ensemble re´duit Qr de r coupes est alors :
[MP r] : min cy =
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω (4.2)
∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1 (4.3)
∀i ∈ J1, rK ∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
αioω · yoω ≥ νi (4.4)
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1}
Proposition 7 (Identification et complexite´ de (MP r))
[MP r] est un proble`me de sac a` dos multi-choix multidimensionnel (NP-difficile
[MT87, MT90]).
Preuve.
Soit α¯io = max
ω∈Ωo
αioω
On a alors (4.4) ⇔
∑
o∈O
α¯io −
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
αioω · yoω ≤
∑
o∈O
α¯io − νi, ∀i ∈ J1, rK
Or, d’apre`s (4.3)
∑
ω∈Ωo
yoω = 1, ∀o ∈ O
D’ou` (4.4) ⇔
∑
o∈O
α¯io ·
∑
ω∈Ωo
yoω −
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
αioω · yoω ≤
∑
o∈O
α¯io − νi, ∀i ∈ J1, rK
Soit (4.4) ⇔
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
(
α¯io − αioω
) · yoω ≤∑
o∈O
α¯io − νi, ∀i ∈ J1, rK
avec (par de´finition de α¯io) α¯
i
o − αioω ≥ 0, ∀o ∈ O ∀ω ∈ Ωo ∀i ∈ J1, rK
De la meˆme manie`re, on prouve que (4.2) est e´quivalent, a` une constante pre`s, a`
max
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
(η¯o − ηoω) · yoω, avec η¯o = max
ω∈Ωo
ηoω.
[MP r] est donc, a` une constante pre`s, e´quivalent au proble`me classique de Sac
a` Dos Multi-Choix Multidimensionnel [MMKP r] suivant :
[MMKP r] : max
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
(η¯o − ηoω) · yoω
∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1
∀i ∈ J1, rK ∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
(
α¯io − αioω
) · yoω ≤∑
o∈O
α¯io − νi
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ {0, 1}
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4.2 Re´solution du proble`me maˆıtre
La technique de ge´ne´ration de coupes pre´sente´e ci-dessus peut eˆtre de´cline´e en
deux variantes ; la diffe´rence entre les deux reposant sur la manie`re de re´soudre
chaque proble`me maˆıtre [MP r]. Nous de´taillons ici les spe´cificite´s et justifions l’in-
te´reˆt de chacune des deux versions.
4.2.1 Re´solution exacte
Dans une premie`re version, on se propose de re´soudre optimalement chaque pro-
ble`me maˆıtre [MP r]. De`s lors, [MP r] fournissant, a` chaque ite´ration, l’affectation
re´alisable de roulement aux ope´rateurs de moindre couˆt, la premie`re affectation y¯r
conduisant a` une solution re´alisable dans [SP (y¯r)] est optimale ; le processus est alors
arreˆte´. L’algorithme 5 de´crit les grandes e´tapes de la me´thode exacte de ge´ne´ration
de coupes lorsque [MP ] est re´solu optimalement.
Algorithme 5 Variante exacte de la me´thode de ge´ne´ration de coupes
LB ← 0, r ← 0
Re´pe´ter
y¯r ← solution optimale de [MP r], de couˆt : cy¯r
Si y¯ est de´finie alors
LB ← cy¯r , r ← r + 1
Si fy¯r <
∑
j∈J
pj alors
ajouter la coupe minimale de flot (4.1) sur Gy¯r a` [MP
r]
Fin Si
Fin Si
Jusqu’a` (fy¯r =
∑
j∈J
pj) ∨ (y¯r n’est pas de´finie)
Renvoyer LB
Dans nos expe´rimentations, [MP r] est re´solu via un solveur de PLNE (Ilog Cplex
9.1).
L’inte´reˆt de cette premie`re version, dite exacte, est que la premie`re affectation y¯
re´alisable est ne´cessairement optimale ; le nombre d’ite´rations de la me´thode est alors
faible. La contre-partie de ce nombre re´duit d’e´tapes est que l’on re´sout, a` chaque
ite´ration, un proble`me NP-difficile ([MP r]) de manie`re exacte. Un tel constat justifie
alors l’e´tude d’une variante pour laquelle le proble`me maˆıtre serait re´solu de manie`re
appoche´e. Cette e´tude est pre´sente´e ci-apre`s.
4.2.2 Re´solution approche´e
La seconde variante de la me´thode de coupes repose sur la re´solution approche´e
des proble`mes maˆıtres. On ne recherche alors plus la solution optimale de chaque
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proble`me maˆıte [MP r] mais une solution approche´e. De ce fait, la premie`re affec-
tation y¯r de roulement aux ope´rateurs qui s’ave`re re´alisable pour [P ] n’est plus
ne´cessairement optimale : il peut en effet exister une autre affectation re´alisable de
couˆt infe´rieur.
Supposons y¯r une affectation de roulement aux ope´rateurs comme une solution
re´alisable de [MP r]. Si le sous-proble`me [SP (y¯r)] prouve que y¯r est une solution
re´alisable de [P ], on ajoute une coupe d’optimalite´ a` [MP r]. Cette ine´galite´ invalide
les affectations de couˆt supe´rieur a` celui de y¯r (notons-le cy¯r), elle peut eˆtre formalise´e
comme suit : ∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
ηoω · yoω < cy¯r (4.5)
Le processus global ite`re alors jusqu’a` ce que [MP r] ne posse`de plus de solution
re´alisable ; la dernie`re affectation y¯k (k < r) re´alisable e´tant optimale. L’algorithme
6 re´sume cette variante approche´e de la me´thode de ge´ne´ration de coupes.
Algorithme 6 Variante approche´e de la me´thode de ge´ne´ration de coupes
UB ← ∞, r ← 0
Re´pe´ter
y¯r ← solution re´alisable de [MP r], de couˆt : cy¯r
Si y¯r est de´finie alors
r ← r + 1
Si fy¯r <
∑
j∈J
pj alors
ajouter la coupe minimale de flot (4.1) sur Gy¯r a` [MP
r]
Sinon
UB ← cy¯r
ajouter la coupe d’optimalite´ (4.5) a` [MP r]
Fin Si
Fin Si
Jusqu’a` (y¯r n’est pas de´finie)
Renvoyer UB
L’inte´reˆt premier de cette seconde version, dite approche´e, est que le temps de
calcul induit par la recherche d’une solution aux proble`mes maˆıtres [MP r] est re´duit
a` chaque ite´ration. En effet, trouver une solution re´alisable a` un proble`me ne prend
pas plus de temps que trouver sa solution optimale. Une contrepartie de cette im-
portante re´duction de temps de calcul par ite´ration est que la premie`re affectation
re´alisable n’est plus ne´cessairement optimale. Il s’ensuit alors que le nombre d’ite´-
rations de cette me´thode de´passe logiquement, en moyenne, le nombre d’ite´rations
de la variante exacte.
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Un second inte´reˆt majeur a` cette variante est qu’elle pre´sente l’avantage de four-
nir, en cours de processus, des solutions re´alisables de qualite´. La le´ge`re contrepartie
a` ce nouvel atout est que cette version approche´e ne´cessite une dernie`re ite´ration de-
vant prouver que le proble`me maˆıtre n’a plus aucune solution re´alisable. Cette ultime
e´tape est en effet ne´cessaire pour conclure a` l’optimalite´ de la dernie`re affectation
qui a e´te´ prouve´e re´alisable.
Dans nos expe´rimentations, deux techniques heuristiques de re´solution de [MP ]
ont e´te´ teste´es. La premie`re consiste a` utiliser un solveur de PLNE parame´tre´ pour
s’arreˆter de`s qu’une solution re´alisable au proble`me maˆıtre a e´te´ trouve´e. La seconde
technique porte sur l’utilisation de l’heuristique de Feasibility Pump. Nous de´taillons
ci-apre`s le cadre d’application de l’heuristique de Feasibility Pump et spe´cifions son
utilisation dans le cadre de notre e´tude.
Heuristique de Feasibility Pump
Pre´sentation dans le cadre ge´ne´ral
L’heuristique de Feasibility Pump fuˆt tout d’abord propose´e par Fischetti et al.
dans [FGL05], puis fuˆt successivement de´veloppe´e par Bertacco et al. dans [BFL05],
et Achterberg et Berthold dans [AB07]. Cette heuristique primale a pour but de
trouver rapidement une solution re´alisable de qualite´ a` un Programme Line´aire Mixte
ge´ne´rique de la forme min{cTx/Ax ≥ b, (xi) ∈ N ∀i ∈ I}. L’ide´e directrice de
cette approche est de ge´ne´rer deux trajectoires convergentes de points partiellement
re´alisables. L’une satisfait les contraintes line´aires du mode`le et l’autre les contraintes
d’inte´gralite´.
Un premier point (notons le x∗) ve´rifiant l’ensemble des contraintes line´aires est
d’abord trouve´. Chaque composante (xi)
∗ de x∗ (avec i ∈ I) est ensuite arrondie :
un nouveau point x˜ ve´rifiant les contraintes d’inte´gralite´ est alors obtenu. Si l’une
au moins des contraintes line´aires est viole´e par x˜, on recherche la solution re´alisable
(pour la relaxation continue du proble`me) la plus proche 3 de x˜. Cette nouvelle
solution constitue alors le point continu x∗ de l’ite´ration suivante. Le processus ite`re
jusqu’a` ce que x∗ et x˜ soient identiques. Afin d’e´viter tout cycle dans la recherche,
des phe´nome`nes de perturbation sont mis en place (nous nous re´fe´rons a` [BFL05]
pour une explication de´taille´e de ces phe´nome`nes de perturbation).
La figure 4.4 illustre le fonctionnement de l’heuristique de Feasibility Pump.
Sur cet exemple, on s’inte´resse a` un programme line´aire [PL] a` 2 variables et 3
contraintes. On cherche a` de´terminer une solution re´alisable x a` deux dimensions
entie`res.
Une solution x∗0 re´alisable pour la relaxation continue de [PL] est tout d’abord
de´termine´e. Aucune des dimensions de x∗0 n’e´tant entie`re, x
∗
0 n’est pas une solution
re´alisable de [PL]. Chaque composante de x∗0 est alors arrondie et un nouveau point
3. selon une fonction de distance pre´de´finie
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entier x˜1 est ainsi obtenu. x˜1 est en dehors du polye`dre associe´ a` la relaxation
continue de [PL] (zone grise´e sur l’illustration) : x˜1 n’est du fait pas re´alisable. On
cherche donc la solution x∗1 comme e´tant le point ve´rifiant l’ensemble des contraintes
line´aires de [PL] le plus proche de x˜1. A` l’instar de x
∗
0, x
∗
1 ne ve´rifie aucune des
contraintes d’inte´gralite´ de [PL]. x∗1 n’est par conse´quent pas re´alisable, chacune
de ces composantes est alors arrondie. On obtient ainsi le nouveau point entier
x˜2. x˜2 s’ave`re eˆtre une solution a` composantes entie`res et ve´rifiant l’ensemble des
contraintes line´aires de [PL] : x˜2 est de`s lors une solution entie`re re´alisable pour
[PL]. L’heuristique de Feasibility Pump est en conse´quence arrive´e a` son but et
peut eˆtre stoppe´e.
x∗1
x˜1 = [x
∗
0 ]
x∗0
x˜2 = [x
∗
1 ] = x
∗
2
Figure 4.4 – Exemple d’application de l’heurisitique de Feasibility Pump
Application a` notre e´tude
Le proble`me maˆıtre [MP ] de la technique de coupes de´crite dans ce chapitre est
un programme line´aire en variables binaires, sa re´solution constitue donc un cas par-
ticulier du champ d’application de l’heuristique de Feasibility Pump. Nous de´taillons
dans les points suivants les caracte´ristiques utilise´es dans nos expe´rimentations.
Solution continue initiale : la solution optimale de la relaxation continue du
proble`me maˆıtre est utilise´e comme solution continue initiale.
L’inte´reˆt est ici de converger plus probablement vers une solution re´alisable glo-
bale de qualite´. L’heuristique de Feasibility Pump e´tudiant les solutions par voisinage
proche, il est en effet raisonnable de penser que de´buter avec une solution continue de
qualite´ peut converger plus suˆrement vers une solution entie`re re´alisable de qualite´.
On suppose bien suˆr ici (ce qui est vrai en pratique) que la relaxation continue de
chaque proble`me maˆıtre [MP ] constitue une borne infe´rieure de qualite´.
Re`gle d’arrondi, passage d’une solution continue y∗ a` une solution entie`re y˜ : on
applique a` chaque composante de y∗ une technique d’arrondi classique, a` savoir :
∀o ∈ O ∀ω ∈ Ωo y˜oω = b(yoω)∗ + 0.5c
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Fonction de distance, passage d’une solution entie`re y˜ a` une solution continue
y∗ : nous conside´rons la meˆme distance ∆ que celle propose´e dans leurs travaux par
Fischetti et al. [FGL05], a` savoir : la distance de Manhattan (ou 1-distance). ∆ se
de´finit alors comme suit :
∆ (y, y˜) =
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
|yoω − y˜oω|
Dans notre cas, chaque composante de y˜ est (du fait du domaine de de´finition
{0, 1} des variables yoω) ne´cessairement binaire. ∆ se re´e´crit par conse´quent sous la
forme line´aire :
∆ (y, y˜) =
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo|
y˜oω=0
yoω +
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo|
y˜oω=1
(1− yoω)
Pour passer d’une solution y˜ ve´rifiant les contraintes d’inte´gralite´ a` une solution
y∗ ve´rifiant les contraintes line´aires, on re´sout alors (via un solveur de programmation
line´aire) le programme line´aire continu [FPMPy˜]
4 suivant :
[FPMPy˜] : min
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo|
y˜oω=0
yoω +
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo|
y˜oω=1
(1− yoω)
∀o ∈ O
∑
ω∈Ωo
yoω = 1
Coupes
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo yoω ∈ [0, 1]
Coupes de´signant l’ensemble des coupes ajoute´es ite´rativement au proble`me maˆıtre
[MP ] de la technique de coupes.
L’efficacite´ pre´sume´e de l’heuristique de Feasibility Pump tient dans le postulat
que chaque programme line´aire [FPMPy˜] se re´sout rapidement. Sous cette hypo-
the`se, le processus ite´ratif de cette heuristique est compose´ d’e´tapes ne´cessitant
toutes un temps de calcul re´duit. La me´thode converge alors vite vers une solution
entie`re re´alisable.
4. FPMP e´tant acronyme de Feasibility Pump Master Problem
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La vitesse de convergence des me´thodes de coupes de´crites ci-dessus est tre`s
fortement tributaire de la qualite´ des coupes ge´ne´re´es en cours de re´solution. Une
ame´lioration directe a` ces techniques, mais e´galement a` d’autres me´thodes poten-
tielles, consiste alors a` fournir des coupes initiales valides en entre´e de processus.
Nous pre´sentons dans ce chapitre certaines investigations quant a` l’initialisation
d’un ensemble d’ine´galite´s valides pour [P ].
5.1 Raisonnement e´nerge´tique
Le raisonnement utilise´ pour de´finir ces ine´galite´s est lie´ au concept d’e´nergie.
Ce concept a e´te´ tre`s largement utilise´ avec succe`s (notamment par Lopez et al.
dans [LEE92], et Baptiste et al. dans [BLPN99]) dans des proble`mes d’ordonnan-
cement. Dans cette ide´e, les compe´tences sont conside´re´es comme des ressources
consommables, les ope´rateurs comme des fournisseurs de ressources et les jobs comme
des activite´s consommatrices. Ce raisonnement prend tout son inte´reˆt sur des pe´-
riodes de temps ou` il est possible d’e´tablir, pour un sous-ensemble de jobs, une
consommation obligatoire en compe´tences. Sur de telles pe´riodes, la disponibilite´ en
ressources concerne´es doit eˆtre suffisamment e´leve´e pour permettre la consomma-
tion.
Conside´rons une pe´riode de temps δ = [δb, δe] ∈ ∆ avec ∆ ⊆ P(H), un sous-
ensemble de compe´tences C ⊆ C et un sous-ensemble de jobs J ⊆ J .
Par la suite, nous utiliserons la notation (a)+ = max(a, 0) ∀a ∈ R.
Consommation obligatoire d’un job j durant δ La consommation obligatoire
de j durant δ (notons-la ujδ) correspond a` la diffe´rence entre pj et le nombre d’unite´s
de j qu’il est possible d’exe´cuter en dehors de δ :
ujδ =
(
pj − (δb − rj)+ − (dj − δe)+
)+
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Consommation minimale en compe´tence c durant δ La consommation mini-
male en compe´tence c durant δ (notons-la Ucδ) correspond a` l’ensemble des consom-
mations obligatoires sur δ des jobs reque´rant c :
Ucδ =
∑
j∈J |
cj=c
ujδ
Capacite´ des ressources disponibles C durant δ Durant δ, chaque ope´rateur
peut travailler autant d’instants qu’il est pre´sent selon le roulement qui lui est affecte´.
Toutefois, il ne peut utiliser qu’une compe´tence a` la fois. Par conse´quent, de`s lors
qu’un ope´rateur o est pre´sent et qu’il maˆıtrise une compe´tence de C, une et une seule
unite´ de compe´tence de o est disponible par instant t ∈ δ. La capacite´ de ressources
disponibles C durant δ (notons la capaδC) peut donc eˆtre formule´e comme suit :
capaδC =
∑
t∈δ
∑
o∈O|
{Co∩C6=∅}
∑
ω∈Ωo
σtω · yoω
Contrainte e´nerge´tique Toute solution re´alisable de [P ] ve´rifie par conse´quent
ne´cessairement la contrainte e´nerge´tique suivante :
capaδC ≥
∑
c∈C
Ucδ
Pour Exemple 1, une contrainte e´nerge´tique peut eˆtre ge´ne´re´e durant δ = [1, 7]
avec C = {c1} (cf. figure 5.1).
uj2δ = (2 − (1 − 2)+ − (8− 7)+)+ = (2− 0− 1)+ = 1
7 8 10210
r1 r2δb δe d1d2
j2
j1 cj1 = c1
cj2 = c1
pj1 = 9
pj2 = 2
Uc1δ = 5 + 1 = 6 > 0⇒ Cut
uj1δ = (9 − (1 − 0)+ − (10− 7)+)+ = (9− 1− 3)+ = 5
Figure 5.1 – Contrainte e´nerge´tique pour δ = [1, 7] et C = {c1}
Sur la figure 5.1, on cherche a` savoir si une coupe peut eˆtre ge´ne´re´e sur δ = [1, 7]
avec C = {c1}. On conside`re alors les deux jobs j1 et j2 ne´cessitant tous deux
la compe´tence c1 ∈ C. j1 a pour domaine de de´finition [0, 10] et est de dure´e 9, sa
consommation obligatoire u1δ sur δ est donc 5. De la meˆme manie`re, on trouve que la
consommation obligatoire u2δ du job j2 sur δ est 1. Par conse´quent, la consommation
minimale U1δ en compe´tence c1 durant δ est 6. 6 e´tant strictement positif, une coupe
e´nerge´tique informative peut eˆtre de´finie.
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5.2 Initialisation du pool de contraintes initiales
Il existe un tre`s grand nombre de pe´riodes de temps δ (non ne´cessairement
connexes), et donc de contraintes e´nerge´tiques possibles. Toutes les ge´ne´rer s’ave`re
trop couˆteux en temps de calcul. Nous avons donc mis en place des re`gles gloutonnes
quant au choix des pe´riodes de temps et des sous-ensembles de compe´tences pour
lesquels nous ge´ne´rons des contraintes e´nerge´tiques.
Nous de´finissons tout d’abord τ cδ =
Ucδ
δe − δb comme la consommation propor-
tionnelle en c obligatoire durant δ. Cet indicateur nous permet de se´lectionner des
pe´riodes de temps vraisemblablement plus contraignantes. Si on conside`re deux pe´-
riodes δ ∈ ∆ et δ′ ∈ ∆ telles que τ cδ > τ cδ′ , on supposera que la coupe ge´ne´re´e selon
c sur δ est plus significative que celle ge´ne´re´e sur δ′.
L’ide´e sous-jacente de la se´lection de pe´riodes de temps retenue dans nos expe´-
rimentations repose sur l’inte´reˆt tout particulier consacre´ a` l’ensemble Υ des bornes
υ des intervalles de pre´sence de chaque roulement. Ces instants sont en effet les
seuls ou` le nombre d’ope´rateurs pre´sents (et donc de compe´tences disponibles) peut
varier.
Soient Jυi, υi+1K et Jυj−1, υjK deux pe´riodes de temps telles que (i, j) ∈ |Υ|2 et
υi < υj. On ge´ne`re, pour chaque paire (i, j) ∈ |Υ|2, une contrainte e´nerge´tique pour
la pe´riode de temps δ de´finie comme suit :
δ = argmax
δ′=[δ′b,δ′e]
τCδ′
avec δ′b et δ
′
e deux bornes d’intervalles de temps Ik (k ∈ K = J1, kmaxK) appartenant
respectivement a` Jυi, υi+1K et Jυj−1, υjK.
Pour Exemple 1, on s’inte´ressera par exemple a` de´terminer une coupe e´nerge´-
tique pour les pe´riodes de temps Jυi, υi+1K = J0, 8K et Jυj−1, υjK = J10, 16K. On
cherchera alors la coupe la plus significative au sens de sa consommation propor-
tionnelle obligatoire τ parmi celles que l’on peut ge´ne´rer respectivement sur J0, 10K,J0, 16K, J2, 10K, J2, 16K, J8, 10K et J8, 16K.
Dans nos expe´rimentations, nous de´finissons une contrainte e´nerge´tique pour
chaque paire (i, j) ∈ |Υ|2 et chaque sous-ensemble de compe´tences C ∈ {Θ∪S} avec
Θ l’ensemble des profils de compe´tences et S l’ensemble des singletons (une unique
compe´tence).
5.3 Affinement des contraintes
Les calculs des coefficients et du second membre de chaque contrainte e´nerge´tique
e´tant inde´pendants, il est possible d’obtenir des coupes dont les coefficients soient
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nettement supe´rieurs au second membre. Les variables de de´cision e´tant toutes bi-
naires et les coupes e´nerge´tiques e´tant des ine´galite´s de type supe´rieur ou e´gal, un
tel e´tat de choses est inutile et peut parasiter la recherche de solution (notamment
pour un solveur de programmation line´aire). Des techniques de re´duction de coeffi-
cients et de second membre ont alors e´te´ mis en place afin d’affiner -ou resserrer -
les contraintes initiales.
Conside´rons une contrainte initiale i portant sur un ensemble de compe´tences C
durant δ, i est de la forme : ∑
o∈O
∑
ω∈Ωo
αioω · yoω ≥ bi
ou` αioω =
∑
t∈δ
σtω si Co ∩ C 6= ∅, 0 sinon ; et bi =
∑
c∈C
Ucδ.
Chaque coefficient αioω e´tant un entier naturel (o ∈ O et ω ∈ Ωo), on peut
calculer le Plus Grand Commun Diviseur α¯ioω de l’ensemble des coefficients α
i
oω. On
pose ainsi α¯ioω = PGCD(o∈O)∧(ω∈Ωo)α
i
oω. Chaque coefficient α
i
oω est alors divise´ par
α¯ioω, α
i
oω restant entier.
Le second membre bi est ensuite divise´ de la meˆme manie`re par α¯
i
oω. α¯
i
oω e´tant
strictement positif, le sens de la contrainte i ne change pas. E´tant admis que chaque
coefficient αioω de i est entier et que chaque variable y
o
ω appartient a` {0,1}, la valeur de
la coupe est ne´cessairement entie`re. Il est alors valide d’arrondir a` l’entier supe´rieur
le second membre bi que l’on vient de de´terminer.
Les coefficients αioω sont enfin re´duits a` hauteur de bi si ne´cessaire. On pose alors
αioω = min(α
i
oω, bi) ∀o ∈ O ∀ω ∈ Ωo.
Pour illustrer cette ope´ration d’affinement, on e´tudie la contrainte e´nerge´tique
brute exemple suivante :
10 · y11 + 40 · y21 ≥ 3 (5.1)
Les e´tapes d’affinement re´alise´es sont alors, dans l’ordre :
1. PGCD(10, 40) = 10, (5.1) ⇔ y11 + 4 · y21 ≥ 0.3
2. d0.3e = 1, (5.1) ⇒ y11 + 4 · y21 ≥ 1
3. (min(1, 1) = 1) ∧ (min(4, 1) = 1), (5.1) ⇒ y11 + y21 ≥ 1
L’e´tape 2 de ce processus d’affinement a une spe´cificite´ toute particulie`re. Lors
de cette phase de calcul, on resserre chaque contrainte e´nerge´tique dans le sens ou`
l’aire du polytope des solutions re´alisables est re´duit sans qu’aucune solution entie`re
admissible ne soit e´limine´e. La relaxation continue de nos mode`les est ainsi renforce´e.
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5.4 Suppression des contraintes domine´es
Le processus de ge´ne´ration de coupes de´fini ci-dessus conside´rant les pe´riodes de
temps inde´pendamment les unes des autres, il n’est pas impossible (et meˆme plus
que probable) que certaines coupes ge´ne´re´es soient domine´es.
De´finition 1
Soient deux contraintes e´nerge´tiques i :
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo α
i
oω · yoω ≥ bi et
i′ :
∑
o∈O
∑
ω∈Ωo α
i′
oω · yoω ≥ bi′ (i′ 6= i), avec bi > 0 et bi′ > 0.
On dira que i domine i′ si et seulement si
∀o ∈ O, ∀ω ∈ Ωo αioω ·
bi′
bi
≤ αi′oω
Dans cette de´finition, il est entendu que seules les contraintes e´nerge´tiques i a`
second membre (bi) strictement positif sont ge´ne´re´es.
Dans nos expe´rimentations, nous e´liminons chaque contrainte domine´e de l’en-
semble des contraintes initiales.
5.5 Se´lection de contraintes
Le nombre de coupes non domine´es ge´ne´re´es s’ave´re expe´rimentalement tre`s
e´leve´. Cet e´tat de fait est alors contre-productif et nuit a` la vitesse de convergence
des me´thodes utilisant les coupes initiales. Le gain de temps de re´solution induit par
l’information supple´mentaire donne´e par de telles coupes est en effet trop ne´gative-
ment contre-balance´ par la perte de temps subie par les techniques pour traiter tant
d’informations. Il convient alors de trouver un juste e´quilibre, et donc de se´lectionner
un sous-ensemble des coupes initiales les plus significatives.
Le mode de se´lection que nous avons de´fini consiste tout d’abord a` re´soudre la
relaxation continue de [P ] en y incluant l’ensemble des contraintes non domine´es. On
se´lectionne ensuite les contraintes dont le rapport entre le gap a` l’optimum continu et
le second membre est infe´rieur a` 12% (valeur empirique fixe´e apre`s expe´rimentation).
On e´met ainsi ici le posutlat que les contraintes ayant de faibles gaps a` l’optimum
continu sont les plus significatives.
Les contraintes non se´lectionne´es (mais non domine´es) sont toutefois conserve´es
dans les me´thodes de coupes (cf. chapitres 3 et 4). En effet, a` chaque ite´ration de
tels processus, on peut ajouter aux programmes maˆıtres chaque contrainte (non
se´lectionne´e) viole´e par l’affectation en cours de roulement aux ope´rateurs.
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5.6 Inte´reˆt des coupes initiales
Expe´rimentalement, les coupes initiales s’ave`rent d’une grande utilite´ car elles
fournissent, a` un moindre couˆt de temps de calcul, des informations autorisant l’in-
validation d’un grand nombre d’affectations irre´alisables. De plus, de par leur na-
ture, elles mettent rapidement en exergue de fortes obligations d’affectation sur des
pe´riodes pre´cises de l’horizon. Elles diffe`rent alors sigulie`rement des coupes de re´a-
lisabilite´ ge´ne´re´es par les me´thodes de coupes (cf. chapitre 3 et 4) car ces dernie`res
ont une vision plus ge´ne´rale du proble`me. Par conse´quent, l’information retire´e par
l’usage des ine´galite´s initiales peut eˆtre longue a` retrouver par les me´thodes de
coupes. Ainsi, ces diffe´rents types d’ine´galite´s sont comple´mentaires et leur utilisa-
tion commune est re´ellement be´ne´fique.
Nous remarquons de plus que les coupes de re´alisabilite´ de la me´thode de coupes
de´crite au chapitre 4, et les ine´galite´s initiales ont des structures similaires. Le pro-
ble`me maˆıtre de cette technique conserve donc la meˆme nature, a` savoir un proble`me
de sac a` dos multi-choix multi-dimensionnel. Les techniques de´die´es a` cette classe
de proble`me restent donc applicables lorsque les coupes initiales sont ajoute´es en
pre´-process.
56
Chapitre 6
Expe´rimentations nume´riques
Les diverses me´thodes de´crites dans cette premie`re partie ont e´te´ imple´mente´es
puis teste´es expe´rimentalement sur des instances ge´ne´re´es. Nous exposons et discu-
tons les re´sultats nume´riques de chaque technique dans ce chapitre.
Nous de´finissons dans un premier temps le mate´riel utilise´, puis de´taillons les
caracte´ristiques de notre ge´ne´rateur de donne´es. Nous regroupons ensuite les me´-
thodes selon leur cate´gorie de sortie : borne infe´rieure, borne supe´rieure, optimum.
Les expe´rimentations nume´riques de chaque me´thode sont alors pre´sente´es par ca-
te´gorie.
6.1 Mate´riel
Les techniques de re´solution ont e´te´ imple´mente´es en Java et teste´es sur un PC
(Intel Pentium D 930, 3 GHz, 2 GB RAM) dont le syste`me d’exploitation est MS
Windows XP.
Le solveur de programmation line´aire (MIP) utilise´ est ILOG CPLEX 9.1. Les
parame`tres du solveur sont ceux par de´faut, a` l’exception du parame`tre MipEmphasis
qui ge`re le guidage de recherche pour les MIP. Ce parame`tre est fixe´ a` Feasibility
pour chaque me´thode ayant recours au solveur.
6.2 Instances de test
Notre jeu de donne´es est compose´ de donne´es ale´atoires, les jobs sont ge´ne´re´s
en premier. Leur date de de´marrage au plus toˆt, leur dure´e et leur marge (taille du
domaine de de´finition) sont respectivement distribue´es selon une loi uniforme et deux
lois binomiales. Une dure´e maximale pmax ainsi qu’une marge maximale margemax
sont impose´es identiquement a` chaque job.
Les roulements sont ensuite ge´ne´re´s. Afin de coller au mieux a` la re´alite´ des
usines de production, les roulements de nos instances respectent les re`gles de tra-
vail en trois-huit (ceci constitue un choix qui ne remet pas en cause l’universalite´
de nos me´thodes ; ces dernie`res e´tant tout a` fait applicables a` d’autres modes de
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fonctionnement manufacturier). Le quart d’heure est l’unite´ de temps retenue pour
la ge´ne´ration des roulements. L’attribution d’un ensemble de roulements e´ligibles
et d’un ensemble de compe´tences maˆıtrise´es est re´alise´e de manie`re ale´atoire pour
chaque ope´rateur. Enfin, un couˆt est calcule´ pour chaque paire ope´rateur - roulement
e´ligible. Ce couˆt de´pend des horaires du roulement et des spe´cificite´s de l’ope´rateur
(expe´rience, qualification, pre´fe´rences).
Le tableau 6.1 synthe´tise les parame`tres utilise´s pour ge´ne´rer nos 270 instances
de test. Notons que 3 instances sont ge´ne´re´es pour chaque jeu de parame`tres.
Parame`tre min max pas
m 15 25 10
n 4 ·m 6 ·m m
margemax 30 90 30
|C| 1 5 1
pmax 30
|H| 480
Table 6.1 – Parame`tres de la ge´ne´ration des donne´es
Sauf indication contraire, la limite de temps CPU impose´e pour chaque technique
est de 5 minutes.
6.3 Formalisation
Le tableau 6.2 regroupe les performances du solveur MIP applique´ a` la formali-
sation indexe´e sur le temps [Q] et a` la formalisation compacte [P ] du proble`me. Les
colonnes Succe`s et Temps(S) indiquent respectivement le pourcentage d’instances
re´solues et le temps moyen de re´solution (uniquement pour les instances re´solues
optimalement) de chaque me´thode.
(MIP) :[Q] (MIP) :[P]
m |C| Succe`s Temps(S) Succe`s Temps(S)
15 1-2 27.8% 72.8s 83.3% 31.0s
3-5 35.8% 110.5s 86.4% 44.1s
(m = 15) 32.6% 97.7s 85.2% 39.0s
25 1-2 14.8% 151.6s 46.3% 31.7s
3-5 13.6% 151.8s 38.3% 56.4s
(m = 25) 14.1% 151.7s 41.5% 45.4s
(Total) 23.3% 114.0s 63.3% 41.1s
Table 6.2 – Performance des formalisations
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La formalisation compacte [P ] permet de re´soudre environ 3 fois plus d’instances
que la formalisation indexe´e sur le temps [Q], et dans un temps nettement infe´rieur.
Sur les 63 instances re´solues optimalement via les deux formalisations [Q] et [P ], le
solveur est 23 fois plus rapide lorsqu’il est applique´ a` la formalisation compacte [P ].
6.4 Bornes infe´rieures
Afin d’e´valuer les performances des deux bornes infe´rieures lagrangiennes totale
(LagTot) et approche´e (LagPart) de´crites au chapitre 2, nous comparons (dans le
tableau 6.3) leurs re´sultats a` ceux fournis par un solveur de programmation line´aire
sur la relaxation continue (LP ) associe´e a` la formalisation compacte [P ].
(LagTot) (LagPart) (LP)
m |C| Temps (LagTot) / (LP) Temps (LagPart) / (LP) Temps
15 1-2 0.3s 95.9% 1.7s 97.1% 0.1s
3-5 1.7s 94.9% 5.2s 95.9% 0.2s
(m = 15) 1.1s 95.3% 3.8s 96.4% 0.2s
25 1-2 0.6s 96.7% 4.0s 97.0% 0.2s
3-5 4.1s 95.5% 14.4s 95.7% 0.9s
(m = 25) 2.7s 96.0% 10.2s 96.2% 0.6s
(Total) 1.9s 95.6% 7.0s 96.3% 0.4s
Table 6.3 – Performance des bornes infe´rieures
La de´composition lagrangienne totale (LagTot) ne´cessite en moyenne 5 fois plus
de temps de calcul que la relaxation continue (LP ) pour atteindre une borne de
qualite´ semblable (ratio (LagTot)/(LP ) ≥ 95.0%). A` temps de calcul e´quivalent, le
ratio (LagTot)/(LP ) est de l’ordre de 85%. Ceci est essentiellement duˆ a` la trop forte
de´naturation du proble`me initial pour le calcul de cette de´composition totale. En
effet, un tre`s grand nombre de contraintes sont ici dualise´es. La difficulte´ the´orique
du proble`me est alors transpose´e en grande partie a` la me´thode de sous-gradient qui
peine a` converger rapidement vers une borne de qualite´.
Pour sa part, la de´composition lagrangienne partielle (LagPart) ne´cessite en
moyenne 10 fois plus de temps de calcul que la relaxation continue pour atteindre
une borne de qualite´ semblable. Le ratio (LagPart)/(LP ) est ici de l’ordre de 80%
a` temps de calcul e´quivalent. En pratique, on s’aperc¸oit que cette de´composition
partielle converge toutefois plus rapidement que la de´composition totale (LagTot)
en nombre d’ite´rations de la me´thode de sous-gradient. Malheureusement, le temps
de calcul de la fonction duale en chaque ite´ration est ici re´dhibitoire et ce, essentiel-
lement en raison du calcul couˆteux d’un flot maximal de couˆt minimal induit par
l’un des deux sous-proble`mes lagrangiens.
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6.5 Bornes supe´rieures
Nous proposons de´sormais d’e´valuer les bornes supe´rieures obtenues en appli-
quant la variante approche´e de la me´thode de ge´ne´ration de coupes de´crite en 4.2.2.
On compare pour cela les re´sultats obtenus pour les trois approches suivantes :
– (MIP ) : solveur MIP applique´ a` la formalisation compacte [P ].
– (Coupe : [MP ] ↪→MIP ) : variante approche´e de la me´thode de ge´ne´ration de
coupes, chaque proble`me maˆıtre de la me´thode e´tant re´solu via le solveur MIP
parame´tre´ pour s’arreˆter de`s qu’une solution entie`re a e´te´ trouve´e (parame`tre
IntSolLim fixe´ a` 1).
– (Coupe : [MP ] ↪→ Feasibility Pump) : variante approche´e de la me´thode de
ge´ne´ration de coupes, chaque proble`me maˆıtre de la me´thode e´tant re´solu via
l’heuristique de Feasibility Pump.
Le tableau 6.4 pre´sente une synthe`se des re´sultats pour les trois techniques. Le
ratio UB∗/UB est utilise´ comme indicateur de performance pour chaque me´thode,
UB∗ et UB repre´sentant respectivement la meilleure borne supe´rieure connue pour
l’instance (l’optimum dans 90.4 % des cas) et la borne supe´rieure trouve´e par la tech-
nique concerne´e. Les colonnes UB∗/UB et σ indiquent respectivement la moyenne
et l’e´cart-type des ratios UB∗/UB de chaque cate´gorie d’instances.
Notons qu’un meˆme sous-ensemble de coupes initiales (40.6 en moyenne) est
ajoute´ en pre´-process de chaque me´thode. On verra dans la section suivante que ces
coupes initiales ame´liorent significativement les performances de l’ensemble de nos
me´thodes.
On remarque tout d’abord que (Coupe : [MP ] ↪→ MIP ) et (Coupe : [MP ] ↪→
Feasibility Pump) convergent toutes deux tre`s rapidement vers des solutions ap-
proche´es de tre`s bonne qualite´. Pour atteindre un ratio moyen UB∗/UB de l’ordre
de 95.5%, le solveur MIP ne´cessite en effet 2 fois plus de temps de calcul que
(Coupe : [MP ] ↪→MIP ), et 10 fois plus que (Coupe : [MP ] ↪→ Feasibility Pump).
La variante approche´e de la me´thode de´die´e de ge´ne´ration de coupes s’ave`re donc
eˆtre particulie`rement adapte´e a` notre proble´matique.
On observe e´galement que (Coupe : [MP ] ↪→ Feasibility Pump) est, quelque
soit le temps limite de calcul impose´, plus efficace en termes de moyenne et d’e´cart-
type du ratio UB∗/UB que (Coupe : [MP ] ↪→ MIP ). L’usage de l’heuristique
de Feasibility Pump est par conse´quent tout indique´ pour la re´solution de chaque
proble`me maˆıtre (sac a` dos multi-Choix multi-dimensionnel) de la technique de
coupes.
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6.6 Me´thodes exactes
Nous nous inte´ressons de´sormais aux re´sultats des diffe´rentes me´thodes exactes
propose´es dans ce manuscrit. Nous reportons dans un premier temps les perfor-
mances de chaque technique selon que les coupes initiales de´crites dans le chapitre
5 sont utilise´es ou non. Une synthe`se comparative des versions les plus efficaces de
chaque me´thode est enuite propose´e.
6.6.1 Coupes initiales
Le tableau 6.5 pre´sente un descriptif des ensembles de coupes initiales (cf. cha-
pitre 5) de´finis pour chaque instance. Dans nos expe´rimentations, chaque instance
de test se voit affecter un unique ensemble de coupes initiales ; les techniques de
re´solution utilisant alors toutes ce meˆme ensemble.
La colonne # coupes initiales se´lectionne´es donne le nombre moyen de coupes ini-
tiales se´lectionne´es pour chaque jeu d’instances. Ces coupes sont conside´re´es comme
les plus significatives, elles sont ainsi ajoute´es au mode`le de chaque technique de`s
son initialisation. La colonne # autres coupes initiales pre´sente le nombre moyen
de coupes initiales valides ge´ne´re´es mais non se´lectionne´es. Lors de la se´lection in-
tensive des coupes initiales, ces coupes se sont re´vele´es non significatives. Elles ne
sont alors pas incluses dans les mode`les des techniques de re´solution de`s le de´but
de la re´solution mais peuvent, selon la technique utilise´e, eˆtre ajoute´es en cours de
processus. La colonne Temps expose enfin le temps moyen total consacre´ au calcul
et a` la se´lection des coupes initiales.
m |C| # coupes initiales # autres coupes Temps
se´lectionne´es initiales
15 1-2 25.8 101.4 0.2s
3-5 27.5 439.8 0.9s
(m = 15) 26.8 304.4 0.6s
25 1-2 30.5 117.9 0.4s
3-5 30.9 731.1 2.7s
(m = 25) 30.8 485.8 1.8s
(Total) 28.8 395.1 1.2s
Table 6.5 – Statistiques sur les coupes initiales
Nous observons tout d’abord que le temps de calcul et de se´lection des coupes
initiales est tre`s faible (de l’ordre de la seconde). Le temps de calcul des coupes
initiales n’est donc absolument pas un frein a` leur utilisation.
Nous constatons ensuite que le nombre total de coupes initiales (cumul des #
coupes initiales se´lectionne´es et des # autres coupes initiales) croˆıt logiquement avec
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la taille des instances. Cependant, le nombre de coupes initiales se´lectionne´es reste
a` peu pre`s constant. On peut alors en conclure que le nombre de coupes initiales
presque serre´es a` l’optimum relaxe´ du proble`me complet serait, de manie`re assez
inattendue, inde´pendant de la taille du proble`me.
Nous remarquons enfin qu’en moyenne seulement 7% des coupes initiales sont se´-
lectionne´es. Ce mode de se´lection re´sultant d’expe´rimentations intensives, il convient
alors de conclure que l’usage de la ge´ne´ration de coupes initiales se doit de choisir de
manie`re drastique les ine´galite´s qu’elle rele`ve. Sans cela, le gain apporte´ est contre-
balance´ de manie`re trop forte par la perte en temps de calcul induit par la gestion
de tant d’informations supple´mentaires.
6.6.2 Re´sultats individuels
Dans cette partie de l’expose´, nous pre´sentons les re´sultats individuels des tech-
niques de re´solution. Pour chaque me´thode exacte, on exprime les re´sultats obtenus
selon que les coupes initiales de´termine´es en pre´process sont, oui ou non, utilise´es.
Dans chacun des tableaux suivants, la colonne Succe`s pre´sente le pourcentage
d’instances re´solues dans le temps imparti (5 minutes par instance). La colonne
Temps(S) synthe´tise pour sa part le temps moyen de re´solution des instances re´solues
optimalement. Une dernie`re colonne, UB∗/z(E) ou z/UB∗(E) selon la technique de
re´solution, donne enfin la de´viation moyenne a` la meilleure borne supe´rieure connue
pour les instances non re´solues optimalement 5 ; UB∗ et z repre´sentant respective-
ment la meilleure borne supe´rieure connue de l’instance (l’optimum dans 90.4 % des
cas) et la borne (infe´rieure ou supe´rieure) trouve´e par la technique concerne´e.
6.6.3 MIP
Le tableau 6.6 pre´sente les re´sultats du solveur MIP applique´ a` la formalisation
compacte [P ] du proble`me.
Le solveur MIP affiche en moyenne un taux de succe`s de 74.1% avec les coupes
initiales, contre 63.3% sans. On peut de plus observer que le temps de re´solution est
nettement ame´liore´ lorsque les coupes initiales sont utilise´es. L’usage de ces ine´galite´s
est donc particulie`rement efficace pour cette premie`re approche exacte.
6.6.4 Benders
Le tableau 6.7 synthe´tise les re´sultats de la de´composition de Benders pre´sente´e
au chapitre 3.
L’usage des coupes initiales renforce la` encore nettement les performances de la
technique de re´solution, ici base´e sur une de´composition de Benders. Le taux moyen
de succe`s passe en effet de 46.3% a` 73.3% lorsque ces dernie`res sont utilise´es.
5. E e´tant acronyme d’E´chec
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(MIP) (MIP) avec coupes initiales
m |C| Succe`s Temps(S) z/UB∗(E) Succe`s Temps(S) z/UB∗(E)
15 1-2 83.3% 31.0s 100.0% 96.3% 9.5s 100.0%
3-5 86.4% 44.1s 99.9% 97.5% 35.0s 99.8%
(m = 15) 85.2% 39.0s 99.9% 97.0% 24.9s 99.9%
25 1-2 46.3% 31.7s 99.9% 64.8% 40.1s 99.9%
3-5 38.3% 56.4s 99.6% 42.0% 40.1s 99.7%
(m = 25) 41.5% 45.4s 99.7% 51.1% 40.1s 99.7%
(Total) 63.3% 41.1s 99.8% 74.1% 30.1s 99.7%
Table 6.6 – Solveur MIP
(Benders) (Benders) avec coupes initiales
m |C| Succe`s Temps(S) z/UB∗(E) Succe`s Temps(S) z/UB∗(E)
15 1-2 83.3% 27.1s 97.1% 100.0% 9.0s X
3-5 30.9% 50.2s 96.0% 86.4% 34.2s 99.0%
(m = 15) 51.9% 35.4s 96.2% 91.9% 23.2s 99.0%
25 1-2 53.7% 22.4s 96.1% 70.4% 15.8s 99.2%
3-5 32.1% 66.8s 96.9% 44.4% 28.2s 97.9%
(m = 25) 40.7% 43.4s 96.7% 54.8% 21.9s 98.2%
(Total) 46.3% 38.9s 96.4% 73.3% 22.7s 98.4%
Table 6.7 – De´composition de Benders
En comparaison avec le solveur MIP, on s’aperc¸oit e´galement que la de´compo-
sition de Benders avec coupes initiales affichent un taux de re´ussite semblable au
solveur mais pour un temps de calcul moyen infe´rieur d’environ 25%.
6.6.5 Ge´ne´ration de coupes
Le tableau ge´ne´rique 6.8 exprime les re´sultats des diffe´rentes variantes de la
ge´ne´ration de coupes pre´sente´e au chapitre 4. Le premier tableau est repre´sentatif
de la variante exacte (Coupe) de la me´thode. Les deuxie`me et troisie`me tableaux
montrent pour leur part les re´sultats de la variante approche´e de la technique, selon
que l’on utilise le solveur MIP (Coupe : [MP ] ↪→MIP ) ou l’heuristique de Feasiblity
Pump (Coupe : [MP ] ↪→ F.P.) pour re´soudre chaque proble`me maˆıtre de cette
me´thode de de´composition.
Une premie`re observation de ces trois tableaux permet tout d’abord d’affirmer
l’hypothe`se d’efficacite´ probante des coupes initiales. Quelque soit la variante de la
me´thode de coupes, les re´sultats se trouvent en effet tre`s nettement ame´liore´s de`s
lors que les coupes initiales sont utilise´es.
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(Coupe)
(Coupe)
avec coupes initiales
m |C| Succe`s Temps(S) z/UB∗(E) Succe`s Temps(S) z/UB∗(E)
15 1-2 85.2% 33.2s 97.3% 100.0% 5.5s X
3-5 53.1% 88.1s 94.3% 80.2% 31.8s 98.4%
(m = 15) 65.9% 59.8s 94.9% 88.1% 19.9s 98.4%
25 1-2 55.6% 17.5s 96.0% 77.8% 21.1s 90.5%
3-5 40.7% 53.9s 96.3% 49.4% 48.2s 90.9%
(m = 25) 46.7% 36.6s 96.2% 60.7% 34.3s 90.8%
(Total) 56.3% 50.2s 95.7% 74.4% 25.7s 92.5%
(Coupe : [MP ] ↪→MIP ) (Coupe : [MP ] ↪→MIP )
avec coupes initiales
m |C| Succe`s Temps(S) UB∗/z(E) Succe`s Temps(S) UB∗/z(E)
15 1-2 96.3% 23.7s 100.0% 100.0% 5.0s X
3-5 70.4% 52.5s 85.2% 84.0% 41.2s 99.4%
(m = 15) 80.7% 38.8s 86.3% 90.4% 25.2s 99.4%
25 1-2 70.4% 39.3s 100.0% 74.1% 21.7s 99.9%
3-5 44.4% 61.1s 94.1% 45.7% 44.8s 98.6%
(m = 25) 54.8% 49.9s 95.6% 57.0% 32.8s 98.9%
(Total) 67.8% 43.3s 92.8% 73.7% 28.1s 99.0%
(Coupe : [MP ] ↪→ F.P.) (Coupe : [MP ] ↪→ F.P.)
avec coupes initiales
m |C| Succe`s Temps(S) UB∗/z(E) Succe`s Temps(S) UB∗/z(E)
15 1-2 92.6% 15.3s 100.0% 96.3% 5.7s 100.0%
3-5 76.5% 43.0s 99.1% 88.9% 39.8s 99.9%
(m = 15) 83.0% 30.6s 99.2% 91.9% 25.5s 99.9%
25 1-2 68.5% 31.3s 99.9% 68.5% 18.1s 100.0%
3-5 50.6% 57.9s 97.2% 50.6% 58.5s 99.5%
(m = 25) 57.8% 45.3s 98.0% 57.8% 39.3s 99.7%
(Total) 70.4% 36.6s 98.4% 74.8% 30.8s 99.7%
Table 6.8 – Me´thode de de´composition et ge´ne´ration de coupes
Nous constatons ensuite que la variante exacte (Coupe) pre´sente des re´sultats
similaires en termes de pourcentage de succe`s, mais le´ge`rement meilleurs en termes
de temps calcul aux deux variantes approche´es. Ceci s’explique en partie par le fait
que les deux techniques approche´es doivent justifier de l’optimalite´ d’une solution en
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ve´rifiant, a` la dernie`re ite´ration, que le proble`me maˆıtre (surcontraint par les coupes
de borne et de re´alisabilite´ ajoute´es en cours de processus) ne posse`de plus aucune
solution re´alisable. Cette dernie`re ite´ration s’ave`re assez couˆteuse en pratique.
6.6.6 Synthe`se comparative
Afin de mieux juger des performances relatives de chacune des me´thodes exactes
(propose´es dans ce manuscrit) pour re´soudre notre proble´matique couplant planifi-
cation d’agents et ordonnancement de production, nous proposons ici deux tableaux
comparatifs exprimant les performances de chaque technique sur des instances ou`
chacune converge vers l’optimum.
Un premier tableau 6.9 s’inte´resse aux 181 instances (67% de l’ensemble des
instances) re´solues optimalement par les trois me´thodes exactes : re´solution via le
solveur MIP (MIP ), de´composition de Benders (Benders) et la variante exacte de la
ge´ne´ration de coupes (Coupe). Par souci de clarte´, nous ne reportons que les re´sultats
de la variante exacte de la ge´ne´ration de coupes car, comme on l’a vu pre´ce´demment,
elle est plus efficace (dans un cadre de re´solution exacte du proble`me) que les deux
variantes approche´es.
Un second tableau 6.10 permet de juger de la valeur ajoute´e directe des travaux
mene´s, sur cette premie`re proble´matique, durant la the`se. On compare en effet ici les
re´sultats obtenus via des techniques connues de la litte´rature (solveur MIP et de´com-
position de Benders) avec ceux obtenus par une me´thode nouvelle : une technique de
de´composition et de ge´ne´ration de coupes initialise´e par des ine´galite´s e´nerge´tiques.
Le tableau 6.10 synthe´tise ainsi les re´sultats obtenus sur les 107 instances (38% de
l’ensemble des instances) que re´solvent optimalement ces trois me´thodes exactes.
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Un premier examen rapide du tableau 6.9 peut laisser croire a` une e´quivalence,
en termes de performance, entre la de´composition de Benders (Benders) et la ge´-
ne´ration de coupes (Coupe). Les temps de calcul sont en effet semblables (quelque
soient les parame`tres des instances) et le´ge`rement meilleurs que ceux du solveur
MIP. Comme de plus, ces deux me´thodes pre´sentent inde´pendamment des taux de
re´solution similaires (environ 74%), on pourrait pre´cipitamment conclure a` une cer-
taine similarite´. Il n’en est en re´alite´ rien car si on s’inte´resse de plus pre`s a` ces deux
techniques (qui dominent toutes deux le solveur MIP), on s’aperc¸oit tout d’abord
que sur l’ensemble des instances re´solues par la de´composition de Benders et par
la technique de coupes (en omettant ainsi la comparaison avec le solveur MIP), la
technique de coupes est en moyenne plus rapide d’environ 12%. De plus, force est
de constater que les bons re´sultats de la de´composition de Benders sont obtenus
en grande partie en raison de la forte efficacite´ des coupes initiales. Rappelons en
effet que sans les coupes initiales, la de´composition de Benders ne re´sout que 46.3%
des instances alors que la technique de coupes en re´sout 56.3%. Les coupes initiales
s’ave`rent par conse´quent ici d’une efficacite´ si grande que leur usage lisse les re´sul-
tats purs des diffe´rentes techniques. Un examen plus approfondi des re´sultats ame`ne
dont a` conclure que la technique de coupes est la me´thode exacte de re´solution la
plus performante pour cette proble´matique.
Le tableau 6.10 de´montre de manie`re assez e´loquente que les diverses investi-
gations mene´es lors de cette the`se pour la re´solution propre de cette premie`re pro-
ble´matique inte´grant planification d’agents et ordonnancement de production ont
permis de mettre en place une technique de re´solution particulie`rement efficace. La
technique de coupes initialise´e par les ine´galite´s e´nerge´tiques est en effet de l’ordre
de 3 fois plus rapide que les me´thodes ge´ne´riques (de´crites dans la litte´rature) expe´-
rimente´es ici.
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Nous nous sommes inte´resse´s dans cette partie du me´moire a` une premie`re pro-
ble´matique particulie`re couplant planification d’agents et ordonnancement de pro-
duction.
Apre`s avoir de´crit le proble`me, nous avons propose´ deux formalisations sous
forme de Programmes Line´aires en Nombres Entiers. Nous nous sommes ensuite
attache´s a` fournir deux bornes infe´rieures par de´composition lagrangienne. Les re´-
sultats obtenus se sont malheureusement ave´re´s de´cevants. Nous avons apre`s cela
propose´ deux techniques exactes de ge´ne´ration de coupes, une connue de la litte´-
rature (de´composition de Benders) et une autre plus singulie`re. Notre me´thode de
coupes, dont les re´sultats expe´rimentaux sont les plus probants, s’est re´vele´e eˆtre
particulie`rement adapte´e a` la proble´matique. Elle pre´sente de plus l’avantage d’eˆtre
de´clinable en une version approche´e fournissant tre`s rapidement des solutions re´ali-
sables de qualite´ en cours de processus ; on notera pour cette variante l’inte´reˆt tout
particulier de l’heuristique de Feasibility Pump pour la re´solution heuristique du
proble`me de sac a` dos multi-choix multidimensionnel. Des ine´galite´s de´terminables
en pre´-process de toute me´thode de re´solution et utilisant le raisonnement e´nerge´-
tique ont enfin e´te´ de´veloppe´es. On a de´montre´, au travers des re´sultats nume´riques
e´loquents, qu’elles pre´sentaient un inte´reˆt significatif pour chacune des me´thodes de
re´solution.
En perspective de ces travaux, de nombreux ame´liorations et prolongements in-
te´ressants demeurent a` explorer.
Une premie`re piste consisterait a` re´soudre incre´mentalement les programmes
maˆıtres de notre me´thode de coupe. Une tentative reprenant cette ide´e a e´te´ mene´e
durant cette the`se, nous avons en effet tente´ de re´soudre la proble´matique globale
via un Branch-and-Bound (avec diffe´rents sche´mas de branchement) utilisant les
fondements de notre technique de coupes et ge´ne´rant les ine´galite´s de re´alisabilite´ a`
la vole´e dans chaque branche e´tudie´e. Les re´sultats pre´liminaires de cette approche se
sont malheureusement montre´s peu convaincants, nous avons donc pre´fe´re´ omettre
sa pre´sentation dans ce me´moire.
Une autre ame´lioration a priori prometteuse serait d’hybrider, a` l’instar des tra-
vaux de Hooker et al. [Hoo05], nos techniques a` des outils de programmation par
contraintes.
Pour prolonger nos travaux, on peut aussi mentionner qu’il serait inte´ressant de
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tester nos techniques de coupes sur d’autres proble´matiques inte´grant planification
d’agents et ordonnancement de production. Ce prolongement a lui aussi e´te´ consi-
de´re´ durant la the`se ; il fait d’ailleurs justement l’objet de la seconde partie de ce
manuscrit.
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Deuxie`me partie
Re´solution d’un proble`me de
Job-Shop inte´grant des contraintes
de Ressources Humaines
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Introduction
Dans cette partie du me´moire, nous nous inte´ressons a` une nouvelle proble´ma-
tique inte´grant planification d’agents et ordonnancement de production.
La motivation initiale a` cette seconde e´tude e´tait de tester les me´thodes de ge´-
ne´ration de coupes sur des proble´matiques plus complexes. Les techniques de de´-
composition et ge´ne´ration de coupes s’e´taient en effet ave´re´es si efficaces lors de
nos premiers travaux qu’il semblait tout naturel de les expe´rimenter dans un cadre
d’application plus ge´ne´ral.
Cette seconde e´tude diffe`re de la premie`re en raison de sa complexite´ intrin-
se`que. En effet, alors que le proble`me d’ordonnancement conside´re´ pre´ce´demment
se re´solvait en un temps polynomial (proble`me de flot maximal), nous re´solvons ici
un proble`me d’ordonnancement NP-complet, a` savoir la version de´cisionnelle d’un
proble`me de job-shop.
Une autre motivation pour ces nouveaux travaux consistait e´galement a` pouvoir
appliquer nos techniques de coupes a` des instances connues de la litte´rature. La
proble´matique inte´grant planification d’agents et ordonnancement de production
e´tudie´e correspond ici a` un cas particulier du proble`me conside´re´ par Artigues et al.
dans [AGRV09].
Apre`s avoir pre´sente´, dans ce chapitre introductif, le proble`me central d’ordon-
nancement de production qu’est le job-shop, nous de´finissons pre´cise´ment le pro-
ble`me global inte´grant planification d’agents et ordonnancement de production e´tu-
die´ durant la seconde partie de cette the`se.
Nous de´finissons apre`s cela une formalisation de notre proble`me sous forme d’un
Programme Line´aire en Nombres Entiers.
Nous poursuivons ensuite notre pre´sentation par l’e´tude d’un proble`me particu-
lier de job-shop : le proble`me de job-shop a` pe´riodes fixe´es d’inactivite´. Ce proble`me
e´tant a` la base de nos techniques de re´solution, il nous semble opportun de le pre´-
senter en pre´ambule de ces dernie`res.
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Un chapitre de´die´ a` la pre´sentation de techniques de ge´ne´ration d’ine´galite´s va-
lides pour toute me´thode de re´solution est propose´ apre`s cela.
Nous exposons ensuite les caracte´ristiques et fonctionnement d’une me´thode
exacte de de´composition et ge´ne´ration de coupes, analogue a` la technique de coupes
qui s’e´tait ave´re´e efficace lors de la premie`re e´tude de cette the`se. Une seconde
me´thode exacte est pre´sente´e apre`s ; elle est base´e sur une me´thode arborescente
reprenant les concepts de la technique de coupes, a` savoir la meˆme de´composition
du proble`me global en deux sous-proble`mes et une ge´ne´ration identique d’ine´galite´s
de re´alisabilite´ en cours de processus.
Nous discutons enfin de la performance de chaque technique en comparant leurs
re´sultats nume´riques obtenus sur les instances compatibles d’Artigues et al. [AGRV09].
1 Pre´sentation d’un proble`me de job-shop
1.1 Cadre ge´ne´ral
Dans un proble`me de job-shop classique, n jobs doivent s’exe´cuter surmmachines
selon une se´quence ope´ratoire propre a` chacun.
L’exe´cution d’un job sur une machine est appele´e ope´ration. Les ope´rations ne
peuvent pas eˆtre interrompues (pre´emption interdite) et les machines (inde´pendantes
les unes des autres) exe´cutent au plus une ope´ration a` la fois.
Dans le cadre ge´ne´ral, le crite`re d’optimisation attache´ a` un proble`me de job-shop
est une fonction d’un certain nombre de parame`tres pour ce proble`me. Pour ne citer
que quelques exemples de fonctions-objectifs, on peut mentionner la minimisation
de la somme ponde´re´e des taˆches en retard, la minimisation de la somme ponde´re´e
des taˆches en avance, la minimisation de la dure´e totale de l’ordonnancement (aussi
appele´ makespan), etc.
Dans notre cas d’e´tude, nous ne conside´rerons que le crite`re dure´e totale de
l’ordonnancement. Les se´quencements des ope´rations sur les diffe´rentes machines
sont alors inconnus et doivent eˆtre de´termine´s dans le but de minimiser la dure´e
totale de l’ordonnancement.
Le proble`me de job-shop a e´te´ de´montre´ NP-complet au sens fort par Rinnooy
Kan dans [RK76] et Garey et Johnson dans [GJ79]. La plupart des me´thodes ef-
ficaces propose´es pour sa re´solution sont du type proce´dures arborescentes. Nous
nous re´fe´rons a` [CPPR04] pour une pre´sentation exhaustive ainsi que pour un e´tat
de l’art sur le proble`me de job-shop.
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2. Formulation de la proble´matique de notre e´tude
1.2 Cadre de notre e´tude
Dans le cas pre´cis de notre e´tude, la dure´e totale de l’ordonnancement (notons-la
Cmax) est connue. Cette de´marche entre dans le cadre d’une politique industrielle
ou` l’activite´ est planifie´e selon des pe´riodes fixe´es (une semaine par exemple) et les
livraisons en produits finis sont toutes re´alise´es a` e´che´ance de la pe´riode conside´re´e
(a` la fin de la semaine). Dans un tel mode de fonctionnement manufacturier, le
de´cideur cherche alors a` ordonnancer l’ensemble des ope´rations de telle manie`re que
chaque job soit exe´cute´ entie`rement avant la fin de la pe´riode de planification choisie.
Ce proble`me spe´cifique consiste en la version de´cisionnelle d’un proble`me clas-
sique de job-shop ayant pour crite`re d’optimisation la dure´e totale de l’ordonnan-
cement. On cherche ici a` re´pondre a` la question : Existe-t-il un ordonnancement
permettant la re´alisation comple`te de chaque job avant Cmax ?
Le crite`re d’optimisation de la dure´e totale de l’ordonnancement devient alors
une contrainte du proble`me.
2 Formulation de la proble´matique de notre e´tude
Nous nous plac¸ons dans le cadre d’un atelier de type job-shop a` haute technicite´
qui fait intervenir des contraintes de qualification pour les ope´rateurs affecte´s au
pilotage des machines. Plus pre´cise´ment, nous conside´rons une unite´ manufacturie`re
dans laquelle la production a` re´aliser requiert divers types de machines dans des
se´quences varie´es. Chaque machine ne´cessite pour son utilisation la pre´sence d’un
agent spe´cialement qualifie´ a` son pilotage. Les ressources humaines sont e´galement
assujetties a` des contraintes le´gales restreignant leur disponibilite´. La production doit
eˆtre entie`rement ordonnance´e et le crite`re d’optimisation retenu est la minimisation
des couˆts salariaux.
Ce proble`me co¨ıncide avec le cas particulier des instances correspondance activite´-
ressource d’Artigues et al. [AGRV09]. Pour faciliter la comparaison, nous nous ef-
forcerons d’utiliser les meˆmes notations par la suite.
2.1 Horizon de planification
L’atelier fonctionne suivant une logique de travail cyclique (par exemple, travail
dit en 3 × 8 ). L’horizon de planification s’e´tend ainsi sur un ensemble {s}s=0,...,σ−1
de σ tranches horaires conse´cutives. La dure´e effective d’une tranche horaire est fixe
et est note´e pi pour un horizon H = σ · pi.
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2.2 Employe´s
Chaque instance fait intervenir un ensemble E de µ employe´s diversement qua-
lifie´s. Pour chaque employe´ e ∈ E, on dispose de l’ensemble Ae des machines sur
lesquelles il peut intervenir ainsi que de l’ensemble Te des tranches horaires pour
lesquelles il est disponible. Un employe´ ne peut pas changer de machine en cours
de poste : un employe´ affecte´ a` une machine k durant une tranche horaire s tra-
vaille donc sur k durant la totalite´ de s. Des contraintes le´gales assujettissent de
plus chaque employe´ a` ne pouvoir travailler qu’au maximum une fois parmi trois
tranches horaires conse´cutives, et ce afin de coller au plus pre`s a` la logique de travail
cyclique.
Un couˆt d’affectation ceks est attribue´ a` chaque employe´ e travaillant sur la ma-
chine k durant la tranche horaire s. Le crite`re d’optimisation de notre proble´matique
est alors base´ sur ces couˆts d’affectation des employe´s aux machines et aux tranches
horaires.
Une solution a` la proble´matique de planification d’agents du proble`me global est
donne´e par une se´quence de couples (machine utilise´e - tranche horaire travaille´e)
propre a` chaque employe´ ; la somme sur chaque employe´ des couˆts de leur se´quence
de´finissant le couˆt total de la solution.
2.3 Job-Shop
Le proble`me d’ordonnancement de production e´tudie´ ici est la variante de´cision-
nelle d’un proble`me classique de job-shop dont le crite`re d’optimisation est la dure´e
totale de l’ordonnancement.
On conside`re un ensemble J de n jobs et un ensemble M de m machines. Chaque
job i est caracte´rise´ par une se´quence propre d’ope´rations {Oij}j=1,...,m non pre´emp-
tives. L’ope´ration Oij s’effectue sur une machine mij donne´e et sa dure´e d’exe´cution
est note´e pij. Pour plus de commodite´, nous utilisons la notation classique ρik pour
de´signer la dure´e de l’ope´ration du job i qui s’exe´cute sur la machine k.
L’objectif du proble`me de job-shop est alors de de´terminer un ordonnancement
re´alisable de l’ensemble des n jobs, tel que la dure´e totale d’ordonnancement soit
infe´rieure ou e´gale a` une date Cmax ≤ H connue.
2.4 Objectif
L’objectif du proble`me global auquel nous nous inte´ressons est de de´terminer un
ordonnancement re´alisable pour le proble`me de job-shop en affectant une se´quence
de couples (machine utilise´e - tranche horaire travaille´e) a` chaque employe´, de telle
sorte que chaque job soit exe´cute´ avant Cmax et que les besoins en main d’œuvre
(effectif et compe´tence) soient remplis au moindre couˆt.
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3. Proble´matique e´tudie´e par Artigues et al.
2.5 Structure du proble`me
Comme dans la premie`re partie de ce me´moire, il y a clairement ici deux ni-
veaux de de´cision. Il faut tout d’abord e´tablir un planning de travail pour chaque
employe´, c’est-a`-dire de´cider pour chaque employe´ sur quelles machines et durant
quelles tranches horaires il travaillera. Il faut ensuite de´terminer un ordonnancement
complet compatible avec les effectifs pre´de´finis.
3 Proble´matique e´tudie´e par Artigues et al.
Comme nous l’avons mentionne´ en introduction de ce chapitre, une des motiva-
tions a` l’e´tude de cette proble´matique e´tait de pouvoir expe´rimenter nos me´thodes
de re´solution sur des instances de la litte´rature. Nous nous sommes donc concentre´s
sur le proble`me de´fini ci-dessus car il correspondait a` un des proble`mes e´tudie´s par
Artigues et al. [AGRV09].
Nous de´taillons ci-apre`s la nature exacte du proble`me de´crit dans [AGRV09].
Nous pre´sentons ensuite les techniques de re´solution de´finies par les auteurs de cet
article.
3.1 Nature du proble`me
Artigues et al. s’inte´ressent a` l’e´tude d’un proble`me couplant planification d’agents
et ordonnancement de production.
D’un coˆte´, nous devons re´soudre un cas particulier de proble`me de gestion d’em-
plois du temps consistant a` affecter au moindre couˆt des se´quences de tranches
horaires de pre´sence ou d’absence a` des agents diffe´remment qualifie´s ; chaque agent
e´tant soumis a` des contraintes le´gislatives l’obligeant a` ne pouvoir travailler qu’au
maximum une fois parmi trois tranches horaires conse´cutives.
D’un autre coˆte´, un proble`me de production de type job-shop, dont la fonction-
objectif porte sur la minimisation de la dure´e totale de l’ordonnancement, doit eˆtre
re´solu ; chaque job e´tant compose´ de taˆches reque´rant chacune, pour son exe´cution,
un ou plusieurs employe´s diversement qualifie´s.
La proble´matique de [AGRV09] est par conse´quent tre`s similaire a` celle e´tudie´e
dans la seconde partie du manuscrit de cette the`se. Des instances dites de correspon-
dance activite´-ressource correspondant exactement au proble`me auquel nous nous
inte´ressons sont meˆme propose´es dans cet article. Nous nous appuyons sur ces der-
nie`res pour expe´rimenter les techniques de re´solution que nous pre´sentons par la
suite.
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3.2 Techniques de re´solution
Dans leurs travaux, Artigues et al. proposent deux me´thodes exactes hybridant
Programmation Line´aire en Nombres Entiers et Programmation Par Contraintes.
Chacune de ces deux techniques est base´e sur une formalisation PPC, associe´e a`
la relaxation continue de contraintes line´aires manipulant des variables entie`res.
La relaxation continue de chaque contrainte line´aire est concre`tement inte´gre´e au
mode`le PPC au travers d’une contrainte globale. Des techniques de filtrage par couˆts
re´duits sont de plus utilise´es.
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Nous avons de´fini dans le chapitre pre´ce´dent les caracte´ristiques de la seconde
proble´matique e´tudie´e lors de cette the`se. Nous en pre´sentons ici une formalisation en
termes de programmes line´aires. Nous de´butons ce nouveau chapitre en introduisant
les donne´es (et leur notation 6) en entre´es du proble`me, et proposons ensuite un
mode`le sous la forme d’un Programme Line´aire en Nombres Entiers.
7.1 Donne´es
Les donne´es suivantes constituent les entre´es de notre proble`me ; on peut les
diffe´rencier selon deux cate´gories, a` savoir les donne´es inhe´rentes a` la planification
des agents d’une part et les donne´es concernant l’ordonnancement de production
d’autre part.
– Planification d’agents
– E est l’ensemble des µ employe´s
– S est l’ensemble des σ tranches horaires utiles a` la planification des employe´s
– pi est la dure´e de chaque tranche horaire
– H = σ · pi de´signe alors l’horizon de planification
– Ae correspond a` la liste des machines sur lesquelles peut intervenir l’employe´
e ∈ E
– Te correspond a` la liste des tranches horaires pour lesquelles l’employe´ e ∈ E
est disponible
– ceks repre´sente le couˆt d’affectation de l’employe´ e a` la machine k durant la
tranche horaire s
– Ordonnancement de production
– J est l’ensemble des n jobs a` ordonnancer
– M repre´sente l’ensemble des m machines
– Cmax est la borne supe´rieure autorise´e pour la dure´e totale de l’ordonnan-
cement
6. Pour faciliter la comparaison des travaux, nous utilisons les notations utilise´es par Artigues
et al. dans [AGRV09]
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– ρik est la dure´e de l’ope´ration du job i s’exe´cutant sur la machine k
– mij est la machine utilise´e lors de la j
e`me ope´ration de la se´quence ope´ratoire
du job i
– rik et dik sont respectivement la date de de´marrage au plus toˆt et la date
e´chue de l’ope´ration du job i s’exe´cutant sur la machine k. rik et dik sont
de´finies en pre´-process par les e´quations de re´currence (7.1) et (7.2).{
rik = 0 i = 1, . . . , n k = mi1
ril = rik + ρik i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m− 1 k = mij l = mi(j+1)
(7.1)
L’expression (7.1) contraint chaque ope´ration d’un job i donne´ a` ne pouvoir
de´buter avant que l’ope´ration la pre´ce´dant dans la se´quence ope´ratoire de i
ne puisse eˆtre termine´e.{
dik = Cmax i = 1, . . . , n k = mim
dik = dil − ρil i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m− 1 k = mij l = mi(j+1)
(7.2)
Les relations (7.2) indiquent que chaque ope´ration d’un job i donne´ doit eˆtre
termine´e avant que l’ope´ration lui succe´dant dans la se´quence ope´ratoire de
i ne doive eˆtre ne´cessairement commence´e.
7.2 Variables de de´cision
Afin de mode´liser notre proble`me sous la forme d’un Programme Line´aire en
Nombres Entiers, deux variables binaires de de´cision sont introduites :
– xeks = 1 si l’employe´ e est affecte´ a` la machine k durant la tranche horaire s,
0 sinon
– yikt = 1 si le job i commence son exe´cution sur la machine k a` l’instant t, 0
sinon
7.3 Programme Line´aire
Forts des donne´es et des variables de de´cision pre´sente´es ci-dessus, nous sommes
de´sormais en mesure de proposer une formalisation de notre proble´matique sous la
forme d’un programme line´aire en variables binaires.
Par souci de clarte´, nous se´quenc¸ons la pre´sentation de notre mode`le. Nous in-
troduisons dans un premier temps la fonction-objectif du proble`me. Nous de´taillons
ensuite les contraintes spe´cifiques inhe´rentes au proble`me de planification d’agents
conside´re´. Les contraintes propres au proble`me d’ordonnancement de production
(job-shop) sont ensuite expose´es. Nous nous inte´ressons apre`s cela aux contraintes
couplantes de la proble´matique inte´gre´e. Enfin, un programme line´aire complet re´-
capitulatif est propose´.
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7.3.1 Fonction-objectif
Le crite`re d’optimisation de la proble´matique e´tudie´e est base´ sur la minimisation
des couˆts salariaux. La relation (7.3) exprime cet objectif, les couˆts salariaux e´tant
induits par les affectations d’employe´s aux machines et aux tranches horaires.
min Θ =
∑
e∈E
∑
k∈Ae
∑
s∈Te
ceks · xeks (7.3)
7.3.2 Contraintes spe´cifiques au proble`me de planification
d’agents
Les contraintes propres au proble`me de planification d’agents conside´re´ dans
notre e´tude sont exprime´es ci-apre`s.
∑
k/∈Ae
σ∑
s=0
xeks = 0 e = 1, . . . , µ (7.4)∑
k∈Ae
∑
s/∈Te
xeks = 0 e = 1, . . . , µ (7.5)∑
k∈Ae
(xeks + xek(s+1) + xek(s+2)) ≤ 1 e = 1, . . . , µ s = 0, . . . , σ − 3 (7.6)
xeks ∈ {0, 1} e = 1, . . . , µ k = 1, . . . ,m
s = 0, . . . , σ − 1 (7.7)
Les contraintes (7.4) pre´cisent qu’un employe´ ne peut eˆtre affecte´ que sur une
machine sur laquelle il est qualifie´.
Chaque employe´ e ∈ E est de plus contraint, par (7.5), a` ne travailler que sur
des tranches horaires pour lesquelles il est disponible.
Enfin, la contraintes le´gale, exprime´e par (7.6), oblige chaque employe´ a` ne tra-
vailler au maximum qu’une tranche horaire parmi trois tranches conse´cutives.
7.3.3 Contraintes spe´cifiques au proble`me de Job-Shop
Le proble`me d’ordonnancement de production de la proble´matique globale est
lui aussi caracte´rise´ par des contraintes qui lui sont spe´cifiques. Ces dernie`res sont
indique´es ci-apre`s.
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dik−ρik∑
t=0
t · yikt + ρik ≤ Cmax i = 1, . . . , n k = mim (7.8)
dik−ρik∑
t=rik
yikt = 1 i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m (7.9)
rik∑
t=0
yikt +
Cmax∑
t=dik−ρik+1
yikt = 0 i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m (7.10)
t∑
u=rik+ρik
yilu −
t−ρik∑
u=rik
yiku ≤ 0 i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m− 1
k = mij l = mi(j+1)
t = rik + ρik, . . . , dil − ρil (7.11)
n∑
i=1
min(dik−ρik,t)∑
u=max(rik,t−ρik+1)
yiku ≤ 1 k = 1, . . . ,m t = 0, . . . , Cmax (7.12)
yikt ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m
t = 0, . . . , Cmax (7.13)
Les ine´galite´s (7.8) assurent que chaque job est termine´ avant la date de fin
d’ordonnancement Cmax de´sire´e par le de´cideur.
Les contraintes (7.9) et (7.10) spe´cifient pour leur part que toute ope´ration doit
eˆtre exe´cute´e dans sa feneˆtre d’exe´cution.
Le respect des se´quences ope´ratoires de chaque job est controˆle´ par (7.11).
Enfin, (7.12) exprime les contraintes de disponibilite´ des machines, c’est-a`-dire :
au plus une ope´ration en cours sur chaque machine a` un instant donne´.
7.3.4 Contraintes couplantes
Notre proble´matique ge´ne´rale inte´grant planification d’agents et ordonnancement
de production, il est logique que des contraintes couplant ces deux niveaux de de´-
cision interviennent dans notre mode`le. Nous pre´sentons ces contraintes couplantes
dans cette partie de l’expose´.
Les contraintes couplantes (7.14) assurent la pre´sence d’un employe´ sur chaque
machine et a` chaque instant ou` une ope´ration est en cours d’exe´cution.
∑
e∈E
xeks −
n∑
i=1
min(dik−ρik,t)∑
u=max(rik,t−ρik+1)
yiku ≥ 0 k = 1, . . . ,m t = 0, . . . , Cmax
s = bt/pic (7.14)
82
7.3. Programme Line´aire
7.3.5 Programme Line´aire
Nous re´capitulons les e´le´ments mentionne´s dans ce chapitre en pre´sentant ci-
dessous une mode´lisation comple`te [PL] de notre proble´matique sous la forme d’un
programme line´aire en variables binaires.
[PL] : min Θ =
∑
e∈E
∑
k∈Ae
∑
s∈Te
ceks · xeks
∑
k/∈Ae
σ∑
s=0
xeks = 0 e = 1, . . . , µ∑
k∈Ae
∑
s/∈Te
xeks = 0 e = 1, . . . , µ∑
k∈Ae
(xeks + xek(s+1) + xek(s+2)) ≤ 1 e = 1, . . . , µ
s = 0, . . . , σ − 3
dik−ρik∑
t=0
t · yikt + ρik ≤ Cmax i = 1, . . . , n k = mim
dik−ρik∑
t=rik
yikt = 1 i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m
rik∑
t=0
yikt +
Cmax∑
t=dik−ρik+1
yikt = 0 i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m
t∑
u=rik+ρik
yilu −
t−ρik∑
u=rik
yiku ≤ 0 i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m− 1
k = mij l = mi(j+1)
t = ρik + pik, . . . , dil − ρil
n∑
i=1
min(dik−ρik,t)∑
u=max(rik,t−ρik+1)
yiku ≤ 1 k = 1, . . . ,m t = 0, . . . , Cmax
∑
e∈E
xeks −
n∑
i=1
min(dik−ρik,t)∑
u=max(rik,t−ρik+1)
yiku ≥ 0 k = 1, . . . ,m t = 0, . . . , Cmax
s = bt/pic
xeks ∈ {0, 1} e = 1, . . . , µ k = 1, . . . ,m
s = 0, . . . , σ − 1
yikt ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m
t = 0, . . . , Cmax
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Chapitre 8
Job-shop a` pe´riodes fixe´es
d’inactivite´ des machines
Nous nous inte´ressons, dans ce chapitre, a` la pre´sentation d’un proble`me de job-
shop a` pe´riodes fixe´es d’inactivite´ des machines. Comme nous le verrons par la suite,
ce proble`me est central pour nos techniques de re´solution.
Nous en proposons tout d’abord une de´finition et de´taillons ensuite les enjeux
de l’e´tude ce type de proble`mes pour notre proble´matique ge´ne´rale. Nous pre´sen-
tons apre`s cela deux mode´lisations sous forme de programme line´aire, la premie`re
de´coulant naturellement de la de´finition du proble`me, et la seconde exploitant la
transformation des pe´riodes d’inactivite´ en jobs fictifs. Les techniques de re´solution
utilise´es dans nos expe´rimentations sont enfin expose´es.
8.1 De´finition et enjeux
8.1.1 De´finition
De´finition 2 Un proble`me de job-shop a` pe´riodes fixe´es d’inactivite´ des machines
est de´fini comme un proble`me de job-shop pour lequel des pe´riodes de non-utilisation,
propres a` chaque machine, doivent eˆtre planifie´es. Aucune ope´ration ne peut eˆtre
exe´cute´e durant les pe´riodes d’inactivite´ d’une machine. Ces pe´riodes sont connues
a` l’avance par le de´cideur, leur re´partition sur chaque machine est donc une donne´e
du proble`me.
8.1.2 Enjeux pour la proble´matique ge´ne´rale
Supposons, pour notre proble´matique ge´ne´rale, une solution de se´quences de
couples (machine utilise´e - tranche horaire travaille´e) affecte´e a` chaque employe´. En
s’inspirant des notations de la formalisation de la proble´matique propose´e en 7.3.5,
cela revient a` conside´rer une distribution de x fixe´e (notons-la x¯).
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Il est alors clair qu’il existe une solution re´alisable du proble`me global, compatible
avec le vecteur x¯, si et seulement si on peut de´finir un ordonnancement de l’ensemble
des jobs de telle manie`re qu’aucun job ne soit exe´cute´ sur un couple (machine -
tranche horaire) ou` aucun employe´ ne travaille selon x¯.
Conside´rons alors un ensemble de couples (machine k¯ - tranche horaire s¯) pour
lesquels x¯ impose l’absence d’employe´s. De telles absences induiront, pour le pro-
ble`me de job-shop, des incapacite´s ponctuelles de production. Pour chacun de ces
couples (k¯, s¯), la machine k¯ sera inactive durant la pe´riode s¯. Le proble`me d’or-
donnancement contraint par x¯ est alors un proble`me de job-shop a` pe´riodes fixe´es
d’inactivite´ des machines.
8.2 Formalisation directe
Nous pre´sentons ci-apre`s une formalisation directe, en termes de programmes
line´aires, d’un proble`me de job-shop soumis a` des pe´riodes fixe´es d’inactivite´.
Par souci de clarte´, nous utilisons les meˆmes notations que celles e´nonce´es dans le
chapitre 7 pour la formalisation de la partie job-shop de la proble´matique ge´ne´rale.
8.2.1 Donne´es
Les donne´es constituant les entre´es du proble`me peuvent eˆtre liste´es comme suit :
– Donne´es communes a` un proble`me de job-shop classique
– J est l’ensemble des n jobs a` ordonnancer
– m repre´sente le nombre de machines
– Cmax est une borne supe´rieure autorise´e pour la dure´e totale de l’ordonnan-
cement
– ρik est la dure´e de l’ope´ration du job i s’exe´cutant sur la machine k
– mij est la machine utilise´e lors de la j
e`me ope´ration de la se´quence ope´ratoire
du job i
– rik et dik sont respectivement la date de de´marrage au plus toˆt et la date
e´chue de l’ope´ration du job i s’exe´cutant sur la machine k. rik et dik sont de´-
finies en pre´-process par les e´quations de re´currence (7.1) et (7.2), pre´sente´es
en 7.1.
– Donne´es spe´cifiques a` un proble`me de job-shop a` pe´riodes fixe´es
d’inactivite´
– Υ =
m⋃
k=1
Υk est la liste comple`te des pe´riodes fixe´es d’inactivite´, Υk repre´-
sentant la liste des pe´riodes d’inactivite´ de la machine k. Chaque pe´riode
d’inactivite´ υ ∈ Υ est de´finie telle que υ = Jαυ, βυK, avec αυ et βυ les instants
respectifs de de´but et de fin d’inactivite´ impose´e.
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8.2.2 Variables de de´cision
Nous de´finissons un groupe de variables binaires de de´cision y re´gulant les ins-
tants de de´marrage de chaque job sur chaque machine :
– yikt = 1 si le job i commence son exe´cution sur la machine k a` l’instant t, 0
sinon
8.2.3 Formalisation du proble`me d’existence
Une premie`re mode´lisation [JobShopF ] en termes de programmes line´aires du
proble`me d’existence d’un proble`me de job-shop soumis a` un ensemble Υ de pe´riodes
fixe´es d’inactivite´ des machines peut alors eˆtre propose´e :
[JobShopF ] : Existe-t-il un ordonnancement ve´rifiant :
dik−ρik∑
t=0
t · yikt + ρik ≤ Cmax i = 1, . . . , n k = mim (8.1)
dik−ρik∑
t=rik
yikt = 1 i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m (8.2)
rik∑
t=0
yikt +
Cmax∑
t=dik−ρik+1
yikt = 0 i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m (8.3)
t∑
u=rik+ρik
yilu −
t−ρik∑
u=rik
yiku ≤ 0 i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m− 1
k = mij l = mi(j+1)
t = rik + ρik, . . . , dil − ρil (8.4)
n∑
i=1
min(dik−ρik,t)∑
u=max(rik,t−ρik+1)
yiku ≤ 1 k = 1, . . . ,m t = 0, . . . , Cmax (8.5)
n∑
i=1
βυ∑
u=max(rik,αυ−ρik)
yikt = 0 k = 1, . . . ,m υ ∈ Υk (8.6)
yikt ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m
t = 0, . . . , Cmax (8.7)
Les jeux de contraintes (8.1) a` (8.5) sont communs a` un proble`me classique de
job-shop (cf. chapitre 7).
Les contraintes (8.6) sont les contraintes propres au proble`me de job-shop a`
pe´riodes fixe´es d’inactivite´ : elles permettent d’interdire le travail sur les pe´riodes
d’inactivite´ de chaque machine.
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8.3 Formalisation sous forme d’un proble`me clas-
sique de job-shop
Nous pre´sentons dans cette section une mode´lisation alternative d’un proble`me
de job-shop a` pe´riodes fixe´es d’inactivite´. Nous exploitons ici la re´e´criture de chaque
pe´riode d’inactivite´ d’une machine en un job fictif. Un proble`me classique de job-
shop, compose´ de jobs re´els (donne´es du proble`me) et de jobs fictifs, est ainsi obtenu.
Le proble`me de job-shop e´tant un proble`me central en The´orie de l’Ordonnance-
ment, son e´tude a donne´ lieu a` de nombreuses publications dans la litte´rature. Des
techniques de re´solution efficaces sont donc connues pour cette classe de proble`me.
Nous renvoyons le lecteur a` [CPPR04] pour un e´tat de l’art sur le job-shop. Notre
motivation quant a` de´terminer cette seconde mode´lisation e´tait donc conditionne´e
originellement par le fait de pouvoir appliquer ces me´thodes, performantes pour
les proble`mes classiques de job-shop, a` des proble`mes de job-shop a` pe´riodes fixe´es
d’inactivite´ des machines.
8.3.1 Mode´lisation d’une pe´riode d’inactivite´ par un job fic-
tif
Proposition 8 Interdire la production durant une pe´riode υ = Jαυ, βυK sur la ma-
chine k est e´quivalent a` ordonnancer un job fictif iF compose´ de m ope´rations toutes
de domaine d’exe´cution J0, CmaxK et de dure´e nulle sauf une, l’ope´ration s’exe´-
cutant sur k ; cette ope´ration a pour domaine d’exe´cution Jαυ, βυK, est de dure´e
ρiF k = (βυ − αυ), et peut eˆtre arbitrairement place´e a` n’importe quelle position dans
la se´quence propre de iF .
Preuve.
Les ope´rations de domaine d’exe´cution J0, CmaxK et de dure´e nulle composant iF sont
toujours exe´cutables. L’ordonnancement de iF est donc exclusivement conditionne´
par l’ordonnancement de la seule ope´ration de dure´e non nulle, a` savoir l’ope´ration
s’exe´cutant sur k durant υ ; cette ope´ration pouvant alors eˆtre arbitrairement place´e
a` n’importe quelle position dans la se´quence propre de iF , par exemple a` la premie`re.
En utilisant les notations d’un proble`me classique de job-shop mentionne´es en 2.3,
cela revient a` noter cette ope´ration OiF 1.
OiF 1 est de dure´e (βυ − αυ) et a pour domaine d’exe´cution Jαυ, βυK. Ordonnancer
OiF 1 implique alors que la machine k soit re´serve´e entie`rement a` l’exe´cution de OiF 1
durant υ. Aucun job re´el du proble`me de job-shop ne peut donc eˆtre exe´cute´ sur k
durant υ. La machine k est donc concre`tement inactive durant υ.
En cre´ant un job fictif pour chaque pe´riode fixe´e d’inactivite´ υ ∈ Υ, on obtient un
ensemble JF de nF jobs fictifs, avec nF = card {Υ}. L’objectif du proble`me d’ordon-
nancement consiste alors a` ordonnancer l’ensemble des jobs re´els J et l’ensemble JF
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des jobs fictifs. Le proble`me de job-shop a` pe´riodes fixe´es d’inactivite´ des machines
est ainsi re´e´crit en un proble`me classique de job-shop.
8.3.2 Formalisation du proble`me d’existence
En utilisant les meˆmes donne´es, variables de de´cision et contraintes que pre´ce´-
demment, on peut alors proposer une formalisation alternative a` [JobShopF ], cette
nouvelle formalisation e´tant celle d’un proble`me classique de job-shop :
[JobShop′F ] : Existe-t-il un ordonnancement ve´rifiant :
dik−ρik∑
t=0
t · yikt + ρik ≤ Cmax i = 1, . . . , n+ nF k = mim
dik−ρik∑
t=rik
yikt = 1 i = 1, . . . , n+ nF k = 1, . . . ,m
rik∑
t=0
yikt +
Cmax∑
t=dik−ρik+1
yikt = 0 i = 1, . . . , n+ nF k = 1, . . . ,m
t∑
u=rik+ρik
yilu −
t−ρik∑
u=rik
yiku ≤ 0 i = 1, . . . , n+ nF j = 1, . . . ,m− 1
k = mij l = mi(j+1)
t = rik + ρik, . . . , dil − ρil
n+nF∑
i=1
min(dik−ρik,t)∑
u=max(rik,t−ρik+1)
yiku ≤ 1 k = 1, . . . ,m t = 0, . . . , Cmax
yikt ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n+ nF k = 1, . . . ,m
t = 0, . . . , Cmax
8.4 Techniques de re´solution
La litte´rature sur le proble`me de job-shop est particulie`rement abondante. Il est
par conse´quent difficile d’e´tablir un e´tat de l’art exhaustif de ce proble`me. L’objet de
cette the`se ne portant pas directement sur la re´solution du jobshop, nous renvoyons
le lecteur aux travaux de Carlier et al. [CPPR04] afin d’apre´hender le proble`me de
job-shop de manie`re plus significative.
Nous utilisons dans notre e´tude le solveur de´die´ de job-shop propose´ dans [Riv99].
Cet outil, base´ sur une approche arborescente, s’appuie en partie sur les ope´rations
d’arbitrage applicables aux proble`mes d’ordonnancement disjonctifs 7 de´finies dans
[CP94,CP95,P9´6,PPR97,BPR03,CPPR04,PR05].
7. Proble`mes dans lequels certaines taˆches se partagent une ou plusieurs ressources qui ne
peuvent eˆtre consacre´es qu’a` une seule ope´ration a` un instant donne´ ; le proble`me de job-shop en
est un exemple.
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Dans nos expe´rimentations, les re`gles d’e´limination se´lectionne´es sont :
– Arbitrage sur disjonction
– Arbitrage sur ensembles ascendants avec shaving
Le solveur de job-shop auquel nous avons recours renvoie trois types de re´ponse :
– Le proble`me de job-shop est re´alisable
– Le proble`me de job-shop est irre´alisable
– La re´alisabilite´ -ou l’irre´alisabilite´- du proble`me de job-shop n’a pas pu eˆtre
e´tablie dans le temps imparti (1 seconde dans nos expe´rimentations)
Expe´rimentalement, dans les cas ou` la preuve de re´alisabilite´ est ne´cessaire, le
crite`re d’arreˆt sur le temps limite de calcul est de´sactive´ et le proble`me de job-shop
re´solu jusqu’a` ce que la preuve (ou sa re´futation) soit faite.
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Ine´galite´s initiales valides
Nous de´crivons, dans ce chapitre, trois groupes d’ine´galite´s valides pour cette
seconde proble´matique ge´ne´rale couplant planification d’agents et ordonnancement
de production. A` l’instar de la premie`re e´tude mene´e au cours de cette the`se, ces in-
e´galite´s sont ge´ne´re´es en pre´-process, inde´pendamment de la technique de re´solution
utilise´e par la suite.
Nous exposons tout d’abord une premie`re strate´gie, dite de probing, qui vise a`
de´terminer des sous-ensembles de couples (machine, tranche horaire) pour lesquels
il existe des obligations de travail. Une seconde technique de ge´ne´ration d’ine´galite´s,
exploitant cette fois-ci le nombre minimal de tranches horaires travaille´es sur chaque
machine, est ensuite de´taille´e. Un troisie`me ensemble de coupes, comple´mentaire aux
deux premiers, est enfin pre´sente´.
9.1 Probing
Dans cette premie`re strate´gie de ge´ne´ration d’ine´galite´s valides, nous cherchons a`
caracte´riser des sous-ensembles de couples (machine, tranche horaire) pour lesquels
il existe des obligations de travail.
9.1.1 Description
La technique dite de probing utilise´e consiste tout d’abord a` interdire le travail
sur un certain nombre de couples (machine, tranche horaire). Un ordonnancement
re´alisable de l’ensemble des jobs i ∈ J ve´rifiant ces interdictions de travail est ensuite
recherche´. S’il n’en existe pas, cela signifie que l’ensemble des interdictions de travail
propose´ ne peut eˆtre respecte´ ; une coupe initiale de re´alisabilite´ est alors ge´ne´re´e.
Nous qualifions cette technique de me´thode de probing, par analogie au terme
probing utilise´ pour la re´solution de Programmes Line´aires en Nombres Entiers.
Comme il est de´crit dans [Sav94], les techniques de pre´-processing dites de probing
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s’appliquent a` tout PLNE. Elles ont pour objet de rechercher les conse´quences lo-
giques de´termine´es apre`s qu’on a fixe´ successivement des variables de de´cision a`
diffe´rentes valeurs de leur domaine de de´finition (par exemple, a` 0 et/ou 1 pour des
variables binaires). Par l’analyse des impacts de chacun de ces choix sur le mode`le,
il est parfois possible de de´terminer la valeur optimale d’un certain nombre de va-
riables de de´cision et ce, avant meˆme de de´buter la re´solution directe du programme.
Dans notre approche, on fixe au repos certains couples (machine, tranche horaire)
puis on analyse la re´alisabilite´ pour le proble`me d’ordonnancement de ces interdic-
tions de travail. S’il s’ave`re qu’aucun ordonnancement compatible n’existe, on retire
une information (une coupe de re´alisabilite´) que toute solution re´alisable, et donc
optimale, ve´rifie ne´cessairement.
9.1.2 Nature et re´solution du proble`me d’ordonnancement
surcontraint
Le proble`me d’ordonnancement surcontraint par les interdictions de travail sur
certains couples (machine, tranche horaire) est, par de´finition, un proble`me de job-
shop a` pe´riodes fixe´es d’inactivite´ des machines. On a vu, dans le chapitre 8, que ce
proble`me pouvait eˆtre re´e´crit en un proble`me classique de job-shop en introduisant
un ensemble de jobs fictifs, chaque job fictif correspondant a` un couple (machine
k, tranche horaire s) impose´ au repos. Nous exploitons, dans nos expe´rimentations,
cette re´e´criture et re´solvons le proble`me re´sultant en appliquant les techniques de
re´solution d’un proble`me classique de job-shop de´crites en 8.4.
9.1.3 Coupe de probing
Supposons un ensemble Υ = ∪mk=1Υk, Υk indiquant une liste de tranches horaires
impose´es arbitrairement au repos pour la machine k.
Si le proble`me induit de job-shop soumis a` l’ensemble Υ de pe´riodes fixe´es d’in-
activite´ n’est pas re´alisable, cela signifie que l’une au moins des tranches horaires de
Υ impose´es au repos doit eˆtre travaille´e.
La coupe de probing (9.1) est alors une coupe valide pour le proble`me global.∑
e∈E
∑
k∈Ae
∑
s∈Te
αsk · xeks ≥ 1 (9.1)
ou` αsk = 1 si s ∈ Υk, 0 sinon.
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9.1.4 Expe´rimentations
Dans nos expe´rimentations, nous testons individuellement l’interdiction de travail
sur chaque couple (k, s) ∈ {M×S}. L’ensemble Υ des tranches horaires impose´es au
repos est alors un singleton compose´ d’un unique couple (machine, tranche horaire).
Les coupes de probing ainsi ge´ne´re´es forcent le travail sur un unique couple (k, s) ∈
{M×S}. On dira par la suite que le couple (k, s) est fixe´ par probing, conforme´ment
a` la de´finition 3.
De´finition 3 Tout couple (k, s) ∈ {M × S} pour lequel la technique de probing
prouve que le travail est obligatoire est dit fixe´ par probing ; la machine k est en
activite´ durant la tranche horaire s dans toute solution re´alisable.
On cherche ensuite a` ge´ne´rer une coupe de probing pour chaque ensemble com-
pose´ de deux couples (k, s) et (k, s′) -avec k ∈ M et (s, s′) ∈ S2 ; s 6= s′- tels que
(k, s) et (k, s′) sont tous deux non fixe´s par probing.
9.2 Nombre minimal de tranches horaires travaille´es
sur chaque machine
Nous pre´sentons dans cette section une seconde technique de ge´ne´ration de
coupes initiales de re´alisabilite´. On s’inte´resse ici a` exprimer une borne infe´rieure
du nombre de tranches horaires devant eˆtre ne´cessairement travaille´es sur chaque
machine.
9.2.1 Description
Nous calculons, pour chaque machine k ∈ M , une borne infe´rieure du nombre
minimal de tranches horaires ne´cessairement travaille´es de trois manie`res distinctes ;
trois valeurs LB1k, LB
2
k et LB
3
k sont ainsi obtenues. Une coupe de re´alisabilite´ obli-
geant le travail, sur la machine k, durant au moins LBk (ou` LBk = max(LB
1
k, LB
2
k, LB
3
k))
tranches horaires est alors ge´ne´re´e.
9.2.2 Borne infe´rieure LBk
Conside´rons une machine k ∈M . Nous de´finissons dans cette section trois bornes
infe´rieures (LB1k, LB
2
k et LB
3
k) du nombre minimal de tranches horaires ne´cessaire-
ment travaille´es par la machine k.
LB1k : Nombre de couples fixe´s par probing LB
1
k est obtenue en sommant les
couples (k, tranche horaire s) fixe´s par probing (cf. de´finition 3) :
LB1k = card{s ∈ S|(k, s) est fixe´ par probing}
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LB2k : Dure´e des ope´rations Le calcul de LB
2
k est base´ sur l’amplitude minimale
de la pe´riode globale d’utilisation de k. On exploite ici l’ide´e qu’une machine ne
peut exe´cuter plus d’un job par instant. La machine k est alors ne´cessairement
utilise´e durant exactement Dk instants, Dk =
∑
i∈J ρik e´tant la somme des dure´es des
ope´rations que k doit exe´cuter. Dk constitue ainsi une borne infe´rieure de l’amplitude
de la pe´riode globale d’utilisation de k. LB2k est alors de´finie comme suit :
LB2k =
⌈
Dk
pi
⌉
ou` pi est, rappelons-le, la dure´e de chaque tranche horaire s ∈ S.
LB3k : Probing intensif LB
3
k est calcule´e via une me´thode de probing intensifie´e,
ge´ne´ralisant la technique de probing vue en 9.1. Dans cette ide´e, on cherche a` or-
donnancer, sur la machine k, un nombre incre´mental σ′ ≤ σ d’ope´rations fictives
de dure´e pi et de domaines d’exe´cution recouvrant l’horizon. Comme on l’a vu pre´-
ce´demment dans la technique de probing, un tel proce´de´ permet de symboliser de
manie`re indirecte des pe´riodes d’inactivite´ de machine.
En conside´rant ainsi σ′ ope´rations fictives, on obtient un proble`me [JobShopF ]
de production surcontraint, ayant pour objectif d’ordonnancer chaque job i ∈ J
et chaque ope´ration fictive. [JobShopF ] est un proble`me classique de job-shop dont
nous testons la re´alisabilite´ en appliquant les techniques de´crites en 8.4.
Si [JobShopF ] n’est pas re´alisable, chaque ope´ration fictive e´tant de dure´e pi,
cela implique que la machine k ne peut eˆtre laisse´e au repos durant au moins σ′
tranches horaires. LB3k = (σ − σ′) est alors une borne infe´rieure du nombre minimal
de tranches horaires ne´cessairement travaille´es sur k.
L’algorithme 7 de´crit les e´tapes principales du calcul de LB3k.
Algorithme 7 Calcul de LB3k
LB3k ← 0 ; σ′ ← 1 ; irre´alisable ← faux
Re´pe´ter
OF ← σ′ ope´rations fictives de dure´e pi et devant eˆtre exe´cute´es sur k
[JobShopF ] ← proble`me de job-shop devant ordonnancer chaque job i ∈ J et
chaque ope´ration de OF
Si [JobShopF ] n’est pas re´alisable alors
irre´alisable ← vrai
Sinon
σ′ ← σ′ + 1
Fin Si
Jusqu’a` (irre´alisable) ∨ (σ′ > σ)
LB3k ← σ − σ′
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9.2.3 Expression de la coupe
Forts du calcul, pour chaque machine k, des trois valeurs LB1k, LB
2
k et LB
3
k, nous
pouvons exprimer les ine´galite´s (9.2) qui invalident les solutions pour lesquelles le
nombre de tranches horaires travaille´es par machine est trop faible.∑
e∈E|k∈Ae
∑
s∈Te
xeks ≥ LBk k = 1, . . . ,m (9.2)
ou` LBk = max(LB
1
k, LB
2
k, LB
3
k)
LB3k domine clairement LB
1
k et LB
2
k. Pour prendre cette domination en compte
dans notre imple´mentation, nous calculons tout d’abord LB1k et LB
2
k puis initialisons
LB3k a` max(LB
1
k, LB
2
k) dans l’algorithme 7.
9.3 Ine´galite´s initiales comple´mentaires
Les deux ensembles de coupes initiales 9.1 et 9.2 de´crits ci-dessus ont pour ob-
jectif commun de forcer le travail sur tout ou partie de sous-ensembles de couples
(machine, tranche horaire). Elles imposent alors qu’un nombre minimal d’employe´s
soit affecte´ a` ces sous-ensembles. Ces ine´galite´s n’interdisent cependant pas le re-
couvrement d’un meˆme couple (machine, tranche horaire) par plusieurs employe´s. Il
est pourtant simple de constater que, les couˆts d’affectation d’employe´s e´tant tous
positifs et chaque machine ne ne´cessitant qu’un employe´ pour eˆtre pilote´e, il est
sous-optimal d’attribuer plus d’un employe´ a` une machine durant une tranche ho-
raire donne´e. Nous introduisons alors les coupes comple´mentaires 9.3 afin de s’assurer
qu’au plus un employe´ ne soit affecte´ a` chaque couple (machine, tranche horaire).∑
e∈E|(k∈Ae)∧(s∈Te)
xeks ≤ 1 k = 1, . . . ,m s = 0, . . . , δ − 1 (9.3)
Clairement, toute solution affectant plus d’un employe´ a` un meˆme couple (ma-
chine, tranche horaire) e´tant sous-optimale pour le proble`me originel, les ine´galite´s
9.3 peuvent a priori sembler de moindre utilite´. Ce n’est en re´alite´ pas le cas, ce
groupe de contraintes permet en effet de mieux guider la recherche et sert effica-
cement l’e´limination plus rapide de solutions sous-optimales. Diverses expe´rimenta-
tions nume´riques prouvent leur efficacite´ pour chacune de nos me´thodes.
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Chapitre 10
De´composition et ge´ne´ration de
coupes
Dans ce chapitre, nous de´finissons une technique de re´solution analogue a` la
technique de de´composition et ge´ne´ration de coupes mise en place pour re´soudre la
premie`re proble´matique a` laquelle nous nous sommes inte´resse´s durant cette the`se
(cf. chapitre 4). Rappelons ici qu’une des motivations initiales pour l’e´tude de cette
seconde proble´matique inte´grant planification d’agents et ordonnancement de pro-
duction e´tait d’e´prouver la technique de de´composition et ge´ne´ration de coupes,
efficace pour nos premiers travaux, sur un proble`me plus complexe. On s’inte´resse
de´sormais a` un proble`me de production NP-complet (job-shop), a` la diffe´rence du
proble`me de flot maximal que l’on re´solvait en un temps polynomial auparavant.
Cette premie`re me´thode de re´solution, exploitant la ge´ne´ration de coupes de
re´alisabilite´, s’articule parfaitement avec les ine´galite´s valides de´finies au chapitre
pre´ce´dent. Ces dernie`res constituent en effet un ensemble de coupes initiales valides
compatibles avec notre de´marche. Comme on le verra par la suite, la symbiose avec
les ine´galite´s valides est meˆme renforce´e par le fait que les coupes de re´alisabilite´
ge´ne´re´es en cours de re´solution sont analogues aux ine´galite´s initiales de probing
(9.1) de´finies en 9.1.3.
Nous pre´sentons tout d’abord le fonctionnement global de la me´thode de de´-
composition et de ge´ne´ration de coupes applique´e a` cette seconde proble´matique.
Les deux sous-proble`mes de´coulant naturellement de la de´composition intuitive du
mode`le complet sont alors de´finis a` tour de roˆle. Le sche´ma de ge´ne´ration de coupes
est lui ensuite expose´, juste avant l’algorithme ge´ne´ral de la me´thode.
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10.1 Processus global
En raison de sa structure en deux niveaux de de´cision, analogue a` celle de la
premie`re proble´matique e´tudie´e lors de cette the`se, il semble la` encore naturel d’ex-
pe´rimenter une technique de de´composition pour re´soudre le mode`le [PL] propose´
en 7.3.5. La me´thode exacte de´crite ici reprend les fondements de la technique de
coupes de´finie dans le chapitre 4. La de´composition de [PL] est ici exploite´e en
deux sous-proble`mes [ETP ] 8 et [JobShop]. Le proble`me maˆıtre [ETP ] de´finit tout
d’abord une affectation comple`te des employe´s aux machines et aux tranches ho-
raires (notons-la x¯). Utilisant ces informations comme donne´es, le sous-proble`me
[JobShop] ve´rifie ensuite qu’un plan d’ordonnancement global puisse eˆtre de´fini a`
partir des ressources en compe´tences de´finies par x¯. Si [JobShop] ne posse`de aucune
solution re´alisable, x¯ n’est pas une solution re´alisable de [PL]. Une coupe invalidant
x¯ est alors ajoute´e a` [ETP ]. [ETP ] fournissant, a` chaque ite´ration, l’affectation
re´alisable de machines et de tranches horaires aux employe´s de moindre couˆt, la pre-
mie`re affectation conduisant a` une solution re´alisable dans [JobShop] est optimale ;
le processus est alors arreˆte´. Si [PL] est irre´alisable, le processus ite`re jusqu’a` ce que
[ETP ] n’ait plus de solution re´alisable.
10.2 De´finition du proble`me maˆıtre (ETP )
[ETP ] est un proble`me de gestion d’emplois du temps. [ETP ] affecte au moindre
couˆt des machines et des tranches horaires de travail aux employe´s, les contraintes
couplantes de ressources liant les employe´s a` l’organisation de la production e´tant
relaxe´es. Une formalisation en termes de Programmes Line´aires en Nombres Entiers
de [ETP ], base´e sur le vecteur de variables x et sur les contraintes non couplantes
en lien avec ces variables dans la formalisation [PL], est alors :
[ETP ] : min Θ =
∑
e∈E
∑
k∈Ae
∑
s∈Te
ceks · xeks
∑
k/∈Ae
σ−1∑
s=0
xeks = 0 e = 1, . . . , µ∑
k∈Ae
∑
s/∈Te
xeks = 0 e = 1, . . . , µ∑
k∈Ae
(xeks + xek(s+1) + xek(s+2)) ≤ 1 e = 1, . . . , µ s = 0, . . . , σ − 3
Coupes
xeks ∈ {0, 1} e = 1, . . . , µ k = 1, . . . ,m
s = 0, . . . , σ − 1
8. ETP e´tant acronyme de Employee Timetabling Problem
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Coupes de´signant l’ensemble des coupes de re´alisabilite´ ajoute´es ite´rativement au
mode`le. Ces coupes invalident les solutions de [ETP ] ne permettant pas d’obtenir
une solution comple`te re´alisable pour [PL].
Dans nos expe´rimentations, [ETP ] est re´solu par un solveur de PLNE (Ilog Cplex
11.2).
10.3 De´finition du sous-proble`me (JobShop)
Conside´rons une affectation x¯ de machines et de tranches horaires aux employe´s
comme une solution optimale de [ETP ].
Afin de juger de la re´alisabilite´ de x¯ pour [PL], il convient de de´finir un sous-
proble`me dont le but est de ve´rifier qu’un ordonnancement de production compatible
avec le niveau en ressources humaines impose´ par x¯ existe.
Avant de de´finir un tel sous-proble`me, on s’inte´resse tout d’abord a` aggre´ger
l’information contenue dans la solution x¯. On de´finit pour ce faire un vecteur z¯
indiquant la pre´sence ou non, selon x¯, d’un employe´ sur chaque couple (machine,
tranche horaire). z¯ est ainsi de´fini comme suit :
z¯sk = min(
∑
e∈E
x¯eks, 1) k = 1, . . . ,m, s = 0, . . . , σ − 1
Par de´finition : z¯sk = 1 si un employe´ est affecte´, selon x¯, au couple (machine k,
tranche horaire s), 0 sinon.
Proposition 9 La machine k peut eˆtre utilise´e durant la tranche horaire s si et
seulement si z¯sk = 1.
Preuve.
Pour un couple (machine k, tranche horaire s) donne´, z¯sk 6= 1 si et seulement si aucun
employe´ ne travaille sur k durant s. Chaque machine ne´cessitant un employe´ pour
eˆtre utilise´e, il apparaˆıt alors clairement que pour tout couple (machine k, tranche
horaire s), k ne pourra eˆtre utilise´e que si z¯sk = 1.
Ve´rifier la re´alisabilite´ de x¯ pour [PL] revient a` tester qu’un ordonnancement
re´alisable pour le proble`me de production de type job-shop, et respectant la dis-
tribution en machines utilisables z¯ existe. Le sous-proble`me [JobShop(z¯)] est alors
introduit :
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[JobShop(z¯)] : Existe-t-il un ordonnancement ve´rifiant :
dik−ρik∑
t=0
t · yikt + ρik ≤ Cmax i = 1, . . . , n k = mim
dik−ρik∑
t=rik
yikt = 1 i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m
rik∑
t=0
yikt +
Cmax∑
t=dik−ρik+1
yikt = 0 i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m
t∑
u=rik+ρik
yilu −
t−ρik∑
u=rik
yiku ≤ 0 i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m− 1
k = mij l = mi(j+1)
t = rik + ρik, . . . , dil − ρil (10.1)
n∑
i=1
min(dik−ρik,t)∑
u=max(rik,t−ρik+1)
yiku ≤ 1 k = 1, . . . ,m t = 0, . . . , Cmax
n∑
i=1
min(Cmax,(s+1)·pi)∑
t=max(rik,s¯·pi−ρik)
yikt = 0 k = 1, . . . ,m υ¯ ∈ S¯k (10.2)
yikt ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m
t = 0, . . . , Cmax
S¯k = {s ∈ S|z¯sk = 0} de´signant l’ensemble des tranches horaires pour lesquelles la
machine k ∈ J1,mK ne peut pas eˆtre utilise´e selon z¯.
[JobShop(z¯)] repose essentiellement sur les contraintes impliquant les variables y
de la formalisation [PL]. Seul le groupe de contraintes 10.2, tributaire de la distribu-
tion z¯, est propre a` ce nouveau mode`le ; ces e´galite´s assurent qu’aucun job n’est en
cours d’exe´cution sur chaque couple (machine, tranche horaire) impose´ a` l’inactivite´
par z¯.
[JobShop(z¯)] est un proble`me de job-shop a` pe´riodes fixe´es d’inactivite´ (cf. cha-
pitre 8). Dans nos expe´rimentations, nous exploitons la re´e´criture de [JobShop(z¯)] en
un proble`me classique de job-shop de´crite en 8.3. Le proble`me re´sultant est ensuite
re´solu exactement en appliquant les techniques propres au proble`me de job-shop
propose´es en 8.4.
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10.4 Sche´ma de ge´ne´ration de coupes
Si [JobShop(z¯)] est irre´alisable, cela prouve qu’il est impossible d’ordonnancer
chaque job i ∈ J a` partir des ressources de´finies par z¯. z¯ e´tant directement de´fini
par x¯, cela signifie que x¯ n’est pas une solution re´alisable du proble`me global [PL]
et doit alors eˆtre e´limine´ de l’ensemble des solutions admissibles.
Trivialement, si z¯ n’est pas re´alisable, c’est parce qu’au moins une des machines
en inactivite´ durant une certaine tranche horaire devrait eˆtre utilise´e.
La coupe invalidant x¯ qu’il convient d’ajouter a` l’ensemble Coupes de [ETP ]
s’e´crit alors : ∑
e∈E
∑
k∈Ae
∑
s∈Te
β¯sk · xeks ≥ 1 (10.3)
ou` β¯sk = 1 si z¯
s
k 6= 1, 0 sinon.
Nous remarquons ici une forte similitude structurelle entre les coupes de re´ali-
sabilite´ 10.3 et les ine´galite´s valides de probing (9.1) (de´crites en 9.1.3) ge´ne´re´es en
pre´-process.
10.5 Algorithme
L’algorithme 8 re´sume la me´thode exacte de de´composition et ge´ne´ration de
coupes de´crite ci-dessus.
Algorithme 8 Me´thode exacte de ge´ne´ration de coupes
LB ← 0
Re´pe´ter
x¯← solution optimale de [ETP ], de couˆt : Θx¯
Si x¯ est de´finie alors
LB ← Θx¯
∀(k, s) ∈ {M × S} z¯sk ← min(
∑
e∈E
x¯eks, 1)
re´alisable ← re´soudre[JobShop(z¯)]
Si ¬ re´alisable alors
ajouter la coupe (10.3) a` l’ensemble Coupes de [ETP ]
Fin Si
Fin Si
Jusqu’a` (re´alisable) ∨ (x¯ n’est pas de´finie)
Renvoyer LB
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Branch and Cut
Nous proposons dans ce chapitre une approche exacte alternative a` la technique
de de´composition et ge´ne´ration de coupes de´finie au chapitre pre´ce´dent. La me´thode
pre´sente´e ici repose sur une technique hybridant une approche arborescente de type
Proce´dure de Se´paration et E´valuation Se´quentielle et la me´thode de coupes vue
pre´ce´demment. L’ide´e directrice de cette nouvelle approche consiste a` s’appuyer sur
les fondements de la technique de coupes (a` savoir : la de´composition de [PL] en les
deux meˆmes sous-proble`mes et la ge´ne´ration de coupes de re´alisabilite´) dans un cadre
ou` les temps de calcul induits par la recherche, a` chaque ite´ration de la me´thode de
coupes, d’une solution re´alisable comple`te pour le proble`me de planification d’agents
sont re´duits.
Apre`s avoir pre´sente´ les grandes lignes de cette approche hybride, nous de´finis-
sons les caracte´ristiques de la me´thode arborescente utilise´e (le sche´ma de branche-
ment, des re`gles d’e´limination et d’implication ainsi que la fonction d’e´valuation des
nœuds). Nous formulons ensuite un test de consistance effectue´ en tout nœud que
cette technique exacte juge inte´ressant d’explorer ; selon le re´sultat de ce test, une
solution re´alisable pour [PL] est de´finie ou une coupe de re´alisabilite´ est ge´ne´re´e.
L’algorithme ge´ne´ral de la me´thode est introduit en fin de ce chapitre.
11.1 Processus global
A` l’instar de la me´thode de de´composition et ge´ne´ration de coupes vue au cha-
pitre pre´ce´dent, nous exploitons ici la meˆme de´composition du proble`me global [PL]
en les deux sous-proble`mes [ETP ] et [JobShop(z¯)]. La technique de´crite ici diffe`re
par la manie`re de ge´ne´rer le vecteur z¯, z¯ de´finissant une distribution de machines
utilisables par tranche horaire et servant d’entre´es au sous-proble`me [JobShop(z¯)].
A` l’inverse de la ge´ne´ration de coupes ou` z¯ est de´fini exhaustivement a` chaque ite´-
ration a` partir de la solution optimale de [ETP ], nous proposons ici de construire
z¯ ite´rativement via une me´thode arborescente de type Proce´dure de Se´paration et
E´valuation Se´quentielle.
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Le sche´ma de se´paration retenu est base´ sur le travail ou non en un couple donne´
(machine, tranche horaire). Chaque nœud de l’arborescence constitue alors un plan
d’occupation partiel des machines dont la re´alisabilite´ doit eˆtre prouve´e a` la fois au
niveau de la planification d’agents (via le sous-proble`me [ETP ]) et au niveau de
l’ordonnancement de production (via le sous-proble`me [JobShop(z¯)]).
Si l’un au moins de ces deux sous-proble`mes prouvent que la distribution partielle
en cours n’est pas re´alisable, aucun nœud descendant du nœud courant ne conduira
a` une distribution comple`te re´alisable ; ce dernier est alors e´limine´.
En revanche, si la distribution partielle est a priori re´alisable pour les deux sous-
proble`mes, un test de consistance ayant pour objet de tester la re´alisabilite´ directe
du nœud en cours est mis en place. Dans cette ide´e, on fixe au repos tous les couples
(machine, tranche horaire) pour lesquels aucune de´cision n’a e´te´ prise jusqu’alors : on
obtient alors une distribution comple`te de travail sur les couples (machine, tranche
horaire). Les sous-proble`mes [ETP ] et [JobShop(z¯)] sont ensuite re´solus optimale-
ment. Si ces sous-proble`mes sont tous les deux re´alisables et que le couˆt engendre´ par
cette distribution comple`te dans [ETP ] est infe´rieur a` la meilleure borne supe´rieure
connue, on dispose d’une solution re´alisable ame´liorante pour [PL]. Sinon, la coupe
de re´alisabilite´ (10.3) (cf. 10.4) est ajoute´e a` l’ensemble Coupes de [ETP ] (cette
coupe e´tant valide en tout nœud de l’aborescence) et les deux fils du nœud courant
sont cre´e´s et ajoute´s a` la liste des nœuds devant eˆtre explore´s.
Le processus ite`re jusqu’a` ce que chacun des nœuds de l’arborescence ait e´te´
explore´ ou e´limine´. Notons que cette me´thode arborescente constructive permet
d’obtenir, en cours de re´solution, des solutions re´alisables (s’il en existe) du mode`le
complet [PL].
11.2 Branchement
Le sche´ma de branchement de la me´thode arborescente est un sche´ma binaire
portant sur le travail d’un couple donne´ (machine k, tranche horaire s). D’un coˆte´,
on impose l’inactivite´ de la machine k durant s et de l’autre, on oblige la pre´sence
d’un employe´ sur k durant s.
Concre`tement, on utilise un vecteur z¯ (analogue au vecteur z¯ de la technique
de de´composition et ge´ne´ration de coupes vue au chapitre pre´ce´dent). z¯ a pour roˆle
d’indiquer la pre´sence ou non d’un employe´ sur chaque couple (machine, tranche
horaire). z¯ est ainsi de´fini tel que :
∀(k, s) ∈ {K × S} z¯ks =

−1 si le travail sur (k, s) n’est pas contraint
0 si la machine k doit eˆtre utilise´e durant s
1 si la machine k ne doit pas eˆtre utilise´e durant s
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On explore tout d’abord la branche de l’arbre de recherche inhe´rente au nœud
fils symbolisant l’absence de travail. Le nœud exprimant l’obligation de travail est
ensuite e´tudie´. Ce sche´ma de branchement a e´te´ retenu car interdire le travail sur un
couple (machine, tranche horaire) re´duit davantage l’espace des solutions re´alisables.
Il est alors a priori plus probable que le nœud en cours soit juge´ irre´alisable et donc
e´limine´.
11.3 Se´lection de la variable de branchement
Conforme´ment au sche´ma de branchement retenu, nous se´lectionnons un couple
(machine k¯, tranche horaire s¯) de´fini tel que :
– k¯ ∈M est la machine dont l’e´cart entre le nombre de tranches horaires pouvant
ou devant eˆtre travaille´es et la borne infe´rieure LBk (cf. 9.2) du nombre mini-
mal de tranches horaires devant eˆtre travaille´es est maximal. Formellement, k¯
est se´lectionne´e telle que :
k¯ = argmaxk∈K|∃s∈S,z¯sk=−1 (card {(k, s) ∈ {K × S} |z¯
s
k ∈ {−1, 1}} − LBk)
– s¯ ∈ S est la tranche horaire la plus proche de l’horizon de planification telle
qu’aucune de´cision n’a encore e´te´ prise quant au travail, ou non, d’un employe´
sur la machine k¯. On a formellement :
s¯ = argmax
(
s ∈ S|z¯sk¯ = −1
)
La strate´gie retenue au travers de cette se´lection de variables est la strate´gie
s’e´tant ave´re´e la plus performante expe´rimentalement.
La machine k¯ est la machine pour laquelle un maximum de tranches horaires non
fixe´es peuvent a priori eˆtre laisse´es au repos. Nous se´lectionnons cette machine en
priorite´ car, dans la mesure ou` la variable de branchement est tout d’abord fixe´e au
repos (z¯sk = 0), il est raisonnable de supposer qu’imposer le repos sur cette machine
ne rendra pas le proble`me irre´alisable. La me´thode arborescente convergera alors
plus rapidement vers une solution comple`te re´alisable.
Pour sa part, la tranche horaire s¯ est choisie de pre´fe´rence en fin d’horizon car
c’est a priori sur la fin de l’ordonnancement que le proble`me est le plus contraint.
De ce fait, interdire le travail sur une tranche horaire proche de l’horizon impliquera
plus de de´cisions directes sur d’autres couples (machine, tranche horaire) ; l’arbre de
recherche s’en trouvant alors re´duit.
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11.4 E´valuation
L’e´valuation d’un nœud de l’arbre de recherche a pour but de de´terminer une
borne de l’optimum de l’ensemble des solutions re´alisables associe´ au nœud en ques-
tion. Cette valeur constitue alors la valeur potentielle de la meilleure solution at-
teignable dans la branche en cours. Si cette borne est moins inte´ressante (selon la
fonction-objectif du proble`me) que la meilleure solution trouve´e jusqu’a` pre´sent, il
est inutile d’effectuer la se´paration de l’espace de solutions du nœud courant ; ce
dernier est alors e´limine´.
Dans nos expe´rimentations, la fonction d’e´valuation est la relaxation d’un sous-
proble`me [ETP (z¯)] de´rivant du sous-proble`me de gestion d’emplois du temps [ETP ]
de la me´thode de coupes. Seules les contraintes de ressources (11.1) lie´es aux de´cisions
de branchement prises au cours de l’exploration de l’arbre de recherche sont ajoute´es
a` [ETP ]. Une formalisation en termes de Programme Line´aire en Nombres Entiers
de [ETP (z¯)] est alors :
[ETP (z¯)] : min Θz¯ =
∑
e∈E
∑
k∈Ae
∑
s∈Te
ceks · xeks
∑
k/∈Ae
σ−1∑
s=0
xeks = 0 e = 1, . . . , µ∑
k∈Ae
∑
s/∈Te
xeks = 0 e = 1, . . . , µ∑
k∈Ae
(xeks + xek(s+1) + xek(s+2)) ≤ 1 e = 1, . . . , µ s = 0, . . . , σ − 3∑
e∈E
xeks = z¯
s
k ∀(k, s) ∈ {{K × S} |z¯sk 6= −1}
(11.1)
Coupes
xeks ∈ {0, 1} e = 1, . . . , µ k = 1, . . . ,m
s = 0, . . . , σ − 1
L’e´valuation par la relaxation continue de [ETP (z¯)] a un deuxie`me inte´reˆt dans
notre approche. Re´soudre la relaxation continue de [ETP (z¯)] permet en effet e´gale-
ment de ve´rifier que la distribution z¯ ve´rifie les contraintes relaxe´es continuˆment du
proble`me de gestion d’emplois du temps ainsi que les coupes de re´alisabilite´ ajoute´es
ite´rativement au mode`le. Si ce n’est pas le cas, z¯ ne permettra pas d’atteindre une
solution comple`te re´alisable ; le nœud courant est alors e´limine´.
106
11.5. Re`gles d’e´limination et d’implication
11.5 Re`gles d’e´limination et d’implication
Afin de re´duire l’espace de recherche, diffe´rentes re`gles d’e´limination et d’impli-
cation ont e´te´ mises en place. Ces re`gles ont pour roˆle premier d’analyser, en chaque
nœud, les de´cisions he´rite´es de ses anceˆtres dans l’arbre de recherche. Forts de ces
informations, il est quelquefois possible -pour garantir la re´alisabilite´ du proble`me en
cours dans la branche e´tudie´e- de fixer certaines variables de de´cision. Dans d’autres
cas, il peut meˆme eˆtre prouve´ que les de´cisions prises jusqu’alors contraignent chaque
descendant du nœud courant a` mener a` une solution comple`te irre´alisable ; dans de
tels cas, le nœud courant est e´limine´ et ses descendants ne sont pas explore´s.
11.5.1 E´limination - implication par probing
La premie`re re`gle que nous de´finissons est base´e sur la strate´gie de probing (cf.
9.1). On cherche a` ve´rifier que les de´cisions successives quant au travail ou non
de certains couples (machine, tranche horaire) prises jusqu’alors n’ont pas re´duit
l’espace des solutions re´alisables a` l’ensemble vide.
Pour un nœud donne´ de l’arbre de recherche, on re´sout le meˆme sous-proble`me
[Jobshop(z¯)] que la me´thode de de´composition et ge´ne´ration de coupes pre´sente´e
au chapitre pre´ce´dent ; i.e. un proble`me de job-shop a` pe´riodes fixe´es d’inactivite´
ou` chaque pe´riode contrainte au repos correspond a` un couple (machine k, tranche
horaire s) impose´ a` l’absence de travail (z¯sk = 0). Si [JobShop(z¯)] ne parvient pas a`
trouver un ordonnancement re´alisable, la solution partielle z¯ ne peut pas mener a`
une solution comple`te re´alisable. Le nœud courant est alors e´limine´.
Par suite, si le nœud n’est pas e´limine´, on applique exactement la strate´gie de
probing vue en 9.1 afin de de´terminer des couples (machine, tranche horaire) fixe´s
par probing. Pour cela, on s’inte´resse au sous-proble`me [JobShop(z¯)] de´fini ci-dessus.
Chacun a` leur tour, on interdit ensuite dans [JobShop(z¯)] le travail sur les couples
(machine, tranche horaire) non fixe´s. [JobShop(z¯)] est alors re´solu ; si aucun ordon-
nancement compatible n’existe, le couple (machine, tranche horaire) en cours est fixe´
par probing ; il sera ne´cessairement travaille´ dans tout nœud de la branche courante
de l’arbre de recherche.
11.5.2 Implication par calcul du nombre minimal de tranches
horaires devant eˆtre travaille´es
Une seconde re`gle d’implication portant sur le nombre minimal de tranches ho-
raires devant eˆtre travaille´es peut eˆtre mise en place.
Dans cette nouvelle ide´e, nous ve´rifions en chaque nouveau nœud que, pour toute
machine k ∈ M , la borne infe´rieure LBk du nombre minimal de tranches horaires
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devant eˆtre travaille´es sur k est bien respecte´e 9. Si ce n’est pas le cas, le nœud
courant est e´limine´.
Si la limite du nombre de tranches horaires non travaille´es est atteinte (mais non
de´passe´e), nous forc¸ons, pour chaque nœud descendant, le travail sur l’ensemble des
tranches horaires non encore fixe´es sur k. Cette re`gle d’implication se formalise, pour
k, comme suit :
(card {s ∈ S|z¯sk = 0} = LBk)⇒ (z¯sk = 1 ∀s ∈ {S|z¯sk = −1})
La mise en place algorithmique de cette seconde re`gle d’implication s’optimise.
Cette e´tape de controˆle n’est ope´rante que lorsque le nombre de couples (machine,
tranche horaire) pouvant eˆtre travaille´es est infe´rieur a` ceux du nœud pe`re. Sans cela,
les calculs sont identiques a` ceux de´ja` effectue´s pour le nœud pe`re. Concre`tement,
la re`gle n’est alors applique´e que pour les nœuds dont le sche´ma de branchement a
directement impose´ le repos sur un couple (machine, tranche horaire) donne´.
11.6 Test de consistance
A` tout nœud de la me´thode arborescente correspond une distribution partielle
z¯ de travail, ou non, des couples (machine, tranche horaire). Si l’e´valuation d’un
tel nœud tend a` prouver que sa distribution partielle z¯ peut mener a` une solution
comple`te ame´liorante au proble`me de gestion d’emplois du temps, il est admis que
ce dernier doit eˆtre se´pare´ et ses fils explore´s.
Ceci e´tant, une distribution comple`te peut aussi eˆtre facilement de´finie en tout
nœud. Pour ce faire, il suffit d’imposer au repos tous les couples (machine, tranche
horaire) non fixe´s. Formellement :
z¯sk = 0 ∀(k, s) ∈ {K × S|z¯sk = −1}
Les meˆmes sous-proble`mes [ETP (z¯)] et [Jobshop(z¯)], respectivement de´finis pour
l’e´valuation et les re`gles d’e´limination-implication de chaque nœud, sont alors re´so-
lus optimalement. Si ces deux sous-proble`mes prouvent que z¯ est une distribution
comple`te permettant de constituer une solution re´alisable de [PL] de couˆt infe´rieur
a` la meilleure solution connue jusqu’alors, on dispose d’une solution ame´liorante.
Sinon, la coupe de re´alisabilite´ (10.3) de´taille´e en (10.4) est ajoute´e a` l’ensemble
Coupes au proble`me ge´ne´rique de gestion d’emplois du temps [ETP ]. Cette coupe,
valide en tout nœud de l’arbre de recherche, guidera alors la me´thode a` ne plus
s’inte´resser a` des branches menant a` des distributions similaires a` la distribution
comple`te irre´alisable en cours.
9. LBk est de´finie en 9.2
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11.7 Algorithmique
Nous exposons dans cette section l’algorithmique implique´e dans le codage de la
me´thode arborescente. Deux structures informatiques de donne´es utiles a` notre code
sont tout d’abord spe´cifie´es. Nous de´taillons ensuite l’algorithme de chaque e´tape de
la technique arborescente.
11.7.1 Structure de donne´es
Dans les algorithmes que nous avons de´veloppe´s, nous avons eu recours a` deux
structures informatiques de donne´es particulie`res :
– P : une pile classique, respectant l’ordre First In Last Out.
– γ : un nœud de l’arborescence. Chaque nœud γ de l’arbre (informatique) de
recherche posse`de 5 attributs :
– k ∈ M : machine inhe´rente a` la variable de branchement se´lectionne´e pour
construire γ
– s ∈ S : tranche horaire implique´e dans la variable de branchement se´lection-
ne´e du nœud γ
– explore´ ∈ {vrai, faux} : e´tat d’exploration du nœud. Si la valeur est vrai, le
nœud a de´ja` e´te´ explore´ et ses deux fils ont e´te´ e´ventuellement cre´e´s. Si la
valeur est faux, c’est la premie`re fois que le nœud est e´tudie´.
– valeur ∈ {−1, 0, 1} : valeur fixe´e pour la variable de branchement lie´e a` γ
– decisions : liste des de´cisions (duˆe a` la se´lection de la variable de branche-
ment et aux implications de ce choix) prises pour le nœud γ. Ces de´cisions
e´tant toutes, par construction, respecte´es par chaque descendant de γ.
11.7.2 Algorithme
Les algorithmes 9 a` 14 synthe´tisent les e´tapes de calcul de la me´thode arbores-
cente expose´e dans ce chapitre.
L’algorithme 9 est l’algorithme ge´ne´rique de la me´thode, il de´crit dans les grandes
lignes les principes de la technique arborescente. Il a recours aux algorithmes 10 a`
14 propose´s ci-apre`s :
– algorithme 10 : re`gles d’implication
– algorithme 11 : fonction d’e´valuation
– algorithme 12 : sche´ma de branchement
– algorithme 13 : suppression d’un nœud
– algorithme 14 : teste si le nœud courant est une feuille
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Algorithme 9 Algorithme de la me´thode arborescente couple´e a` une ge´ne´ration de
coupes
UB ← +∞
∀k ∈M ∀s ∈ S z¯sk ← −1
P ← {Nœud (k=0, s=0, valeur=-1, explore´=faux, decisions=∅}}
Re´pe´ter
γ ← nœud au sommet de P
Si ¬ γ.explore´ alors
γ.explore´← vrai
z¯γ.sγ.k = γ.valeur
Si [JobShop(z¯)] n’est pas irre´alisable alors
implications(γ, z¯)
f ← e´valuer(γ, z¯)
Si (f 6= −1) ∧ (f < UB) alors
∀(k, s) ∈ {K × S} (z¯sk)′ ← z¯sk
∀(k, s) ∈ {K × S|z¯sk = −1} z¯sk ← 0
x¯← solution optimale de [ETP (z¯)], de couˆt : Θz¯
Si (x¯ est de´finie) ∧ (Θz¯ < UB) ∧ ([JobShop(z¯)] est re´alisable) alors
UB ← Θz¯
Sinon
ajouter la coupe (10.3) a` l’ensemble Coupes de [ETP ]
Fin Si
∀(k, s) ∈ {K × S} z¯sk ← (z¯sk)′
Si ¬ feuille(z¯) alors
brancher(P, z¯)
Sinon
supprimer(P, z¯)
Fin Si
Sinon
supprimer(P, z¯)
Fin Si
Sinon
supprimer(P, z¯)
Fin Si
Sinon
supprimer(P, z¯)
Fin Si
Jusqu’a` P = ∅
Renvoyer UB
110
11.7. Algorithmique
Algorithme 10 Re`gles d’implication : implications(γ, z¯)
Si γ.valeur = 0 alors
Si card
{
s ∈ S|z¯sγ.k = 0
}
= LBγ.k alors
Pour tout s ∈ S Faire
Si z¯sγ.k = −1 alors
z¯sγ.k ← 1
γ.decisions← γ.decisions ∪ {z¯sγ.k = 1}
Fin Si
Fin Pour
Fin Si
Pour tout (k, s) ∈ {K × S} Faire
Si z¯sγ.k = −1 alors
z¯sk ← 0
Si [JobShop(z¯)] est irre´alisable alors
z¯sk ← 1
γ.decisions← γ.decisions ∪ {z¯sγ.k = 1}
Sinon
z¯sk ← −1
Fin Si
Fin Si
Fin Pour
Fin Si
Algorithme 11 E´valuation : e´valuer(γ, z¯)
re´sultat ← -1
x¯← solution optimale de la relaxation continue de [ETP (z¯)], de couˆt : LP
Si x¯ est de´finie alors
re´sultat ← LP
Fin Si
Renvoyer re´sultat
Algorithme 12 Branchement : brancher(P, z¯)
k¯ ← argmaxk∈K|∃s∈S,z¯sk=−1 (card {(k, s) ∈ {K × S} |z¯
s
k ∈ {−1, 1}} − LBk)
s¯← argmax (s ∈ S|z¯sk¯ = −1)
P ← P ∪ Nœud (k=k¯, s=s¯, valeur=1, decisions={z¯s¯k¯ = 1})
P ← P ∪ Nœud (k=k¯, s=s¯, valeur=0, decisions={z¯s¯k¯ = 0})
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Algorithme 13 Supprimer : supprimer(P, z¯)
∀d ∈ γ.decisions z¯d.sd.k ← −1
P ← P \ γ
Algorithme 14 Feuille : feuille(z¯)
Pour tout (k, s) ∈ {K × S} Faire
Si z¯sk = −1 alors
Renvoyer faux
Fin Si
Fin Pour
Renvoyer vrai
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Expe´rimentations nume´riques
Les me´thodes de re´solution pre´sente´es dans cette seconde partie du manuscrit de
la the`se ont e´te´ imple´mente´es puis teste´es expe´rimentalement sur les instances pro-
pose´es par Artigues et al. dans [AGRV09]. Nous pre´sentons et discutons les re´sultats
nume´riques de chacune de ces me´thodes dans ce chapitre.
Dans un premier temps, nous de´taillons le mate´riel informatique utilise´. Les
caracte´ristiques de chaque instance de test sont expose´es apre`s cela. Les re´sultats des
expe´rimentations nume´riques sont ensuite regroupe´s dans des tableaux illustratifs.
12.1 Mate´riel
Les techniques de re´solution de´crites dans cette partie ont e´te´ imple´mente´es en
Java et teste´es sur un PC (Intel Core 2 Duo CPU T9400, 2.53 GHz, 3.45 GB RAM)
dont le syste`me d’exploitation est MS Windows XP.
Le solveur de programmation line´aire (MIP) utilise´ est ILOG CPLEX 11.2 ; les
parame`tres du solveur e´tant ceux par de´faut.
12.2 Instances de test
Notre jeu de donne´es est compose´ des 8 instances de [AGRV09] compatibles avec
notre proble´matique. Les parame`tres de ces instances sont de´crits dans le tableau
12.1.
Les colonnes n et m du tableau 12.1 correspondent respectivement au nombre de
jobs et au nombre de machines de l’instance. µ indique le nombre total d’employe´s
disponibles. Parmi eux, on en conside`re Extra, a` couˆt d’affectation tre`s e´leve´, pou-
vant piloter n’importe quelle machine a` n’importe quel moment. Ces Extra employe´s
sont une assurance de re´alisabilite´ de chaque instance. Cela correspond en pratique
a` employer des inte´rimaires qualifie´s durant des pe´riodes de temps re´duites. Chaque
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Instance n m µ Extra
# maximal de
δ pi Cmax Θ
∗compe´tences
par employe´
ejs4 6 4 25 10 2 8 8 40 23
ejs9 6 4 25 10 2 8 8 49 24
ejs10 6 4 25 10 2 8 8 48 23
ejs8× 81 8 8 40 20 4 8 8 44 78
ejs8× 82 8 8 40 20 4 8 8 51 96
ejs8× 83 8 8 40 20 4 8 8 44 83
ejs10× 101 10 10 50 20 4 10 10 80 124
ejs10× 103 10 10 50 20 4 10 10 84 95
Table 12.1 – Donne´es
employe´, en dehors des Extra inte´rimaires, maˆıtrisent au plus un certain nombre
de compe´tences (colonne # maximale de compe´tences par employe´).
La colonne δ repre´sente le nombre de tranches horaires de l’horizon de planifi-
cation des employe´s, pi e´tant la dure´e de chacune d’elles. Les colonnes Cmax et Θ
∗
indiquent enfin respectivement la borne supe´rieure autorise´e pour la dure´e totale de
l’ordonnancement et le couˆt en main d’œuvre de la solution optimale de l’instance.
12.3 Ine´galite´s initiales
Nous nous inte´ressons tout d’abord a` l’inte´reˆt des ine´galite´s initiales ge´ne´rables
en pre´process (cf. chapitre 9). Nous comparons pour cela, dans le tableau 12.2, les
re´sultats obtenus lors du calcul de la relaxation continue associe´e au mode`le [PL]
selon que les coupes initiales sont, on ne sont pas, utilise´es.
Dans le tableau 12.2, les colonnes Θ∗ et LP indiquent respectivement le couˆt en
main d’œuvre de la solution optimale et la valeur optimale de la relaxation continue
de [PL].
Dans la partie Relaxation continue de [PL], la colonne Tps pre´sente les temps
de re´solution de la relaxation continue dans le cas ou` les coupes initiales ne sont pas
utilise´es.
Dans l’autre partie du tableau 12.2 (Relaxation continue de [PL] avec coupes
initiales), la colonne # coupes indique le nombre d’ine´galite´s initiales ge´ne´re´es en
pre´process ; la colonne Tps pre´process exprimant le temps de calcul ne´cessaire pour
les ge´ne´rer. Pour sa part, la colonne Tps LP montre le temps propre a` la re´solution
de la relaxation continue du mode`le [PL] associe´ aux ine´galite´s initiales. La colonne
Tps total indique enfin le temps global ne´cessaire a` nos calculs, soit le temps passe´
en pre´process additionne´ au temps de re´solution du mode`le continu (Tps total =
Tps pre´process + Tps LP).
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Nous remarquons, en analysant le tableau 12.2, que les coupes initiales ont un
impact fort sur la relaxation continue associe´e au mode`le [PL]. Lorsque ces dernie`res
sont utilise´es, le ratio LP/Θ∗ est nettement ame´liore´ pour l’ensemble des instances
(de 20.5% en moyenne, et jusqu’a` 37.4% pour ejs10 × 101). Cette ame´lioration
qualitative se fait cependant au prix d’un temps de calcul en moyenne 4.4 fois plus
e´le´ve´ ; 71.5% de ce temps e´tant passe´ a` la ge´ne´ration des ine´galite´s initiales.
12.4 Me´thodes exactes
Nous pre´sentons de´sormais les re´sultats des me´thodes exactes de´crites dans cette
seconde partie du manuscrit. Nous reportons dans un premier temps les performances
de trois techniques exactes : le solveur MIP applique´ a` la formalisation [PL] (MIP ),
la technique de de´composition et de ge´ne´ration de coupes (Coupe) et le Branch and
Cut (BranchAndCut).
La limite de temps CPU impose´e pour chaque me´thode est de 5 minutes.
Un premier tableau 12.3 fait e´tat des re´sultats de chaque me´thode exacte lorsque
les ine´galite´s initiales pre´sente´es dans le chapitre 9 ne sont pas utilise´es. Le tableau
12.4 synthe´tise les re´sultats de ces meˆmes me´thodes quand elles ont recours aux
ine´galite´s initiales ; les colonnes supple´mentaires Pre´process.# coupes et Pre´pro-
cess.Tps indiquant alors respectivement le nombre d’ine´galite´s initiales cre´e´es et le
temps ne´cessaire a` leur ge´ne´ration.
Dans chacun de ces deux tableaux, les colonnes Tps, #nœuds et # coupes in-
diquent respectivement le temps de re´solution (TL 10 si l’instance n’a pas e´te´ re´solue
optimalement), le nombre de nœuds de l’arbre de recherche (uniquement pour les
me´thodes MIP et BranchAndCut) et le nombre de coupes de´die´es (10.3) ajoute´es
en cours de re´solution (uniquement pour les me´thodes Coupe et BranchAndCut).
La colonne Θ donne, pour sa part, la valeur de la solution trouve´e par chaque me´-
thode. En cas de succe`s, les trois me´thodes renvoient l’optimum ; en cas d’e´chec
(temps de re´solution imparti de´passe´), MIP et Coupe retournent toutes deux une
borne infe´rieure au contraire de BranchAndCut qui renvoie une borne supe´rieure
(ou -1 si aucune solution re´alisable n’a e´te´ trouve´e).
Nous montrons e´galement dans le tableau 12.4 les meilleurs re´sultats d’Artigues
et al. pre´sente´s dans [AGRV09]. Ces chiffres sont simplement e´voque´s a` titre indicatif.
Notre mate´riel informatique e´tant diffe´rent, une comparaison directe serait en effet
de´nue´e de sens. Le mate´riel utilise´ par Artigues et al. est le suivant : imple´mentation
en C++ sur une architecture 64-bit AMD avec le syste`me d’exploitation Linux ;
solveur MIP utilise´ : Ilog Cplex 9.1 ; solveurs PCC utilise´s : Ilog Solver 6.1 et Ilog
Scheduler 6.1).
10. TL e´tant acronyme de Time Limit
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Nous constatons tout d’abord, par l’analyse du tableau 12.3, que la me´thode de
de´composition et de ge´ne´ration de coupes (Coupe) ne re´sout aucune instance opti-
malement. Les bornes infe´rieures qu’elle affiche sont meˆme d’une qualite´ moyenne
(ratio moyen Θ/Θ∗ e´gal a` 6.2%). Cette me´thode s’ave`re donc peu efficace pour cette
seconde proble´matique. Une explication plausible a` ceci re´side dans la trop forte de´-
ge´ne´rescence du proble`me maˆıtre [ETP ]. Le sous-proble`me de gestion d’emplois du
temps pre´sente en effet la particularite´ d’avoir de nombreuses solutions diffe´rentes
de meˆme couˆt. La technique, visant a` minimiser les couˆts salariaux, se´lectionne ainsi
en priorite´ les nombreuses solutions de tre`s faible couˆt ou` peu d’employe´s travaillent.
Coupe peine alors a` converger vers des solutions re´alisables.
Nous observons ensuite que la me´thode arborescente hybride (BranchAndCut)
est la me´thode exacte la plus robuste. Elle re´sout et prouve l’optimalite´ de 6 des
8 instances. A` titre comparatif, le solveur MIP (MIP ) ne trouve, pour sa part, la
solution optimale que des 3 instances de plus petite taille. Cette me´thode hybride,
base´e sur une structure de recherche arborescente et utilisant les concepts de la
technique de de´composition et ge´ne´ration de coupes, est donc la me´thode la plus
approprie´e a` cette seconde proble´matique.
L’analyse du tableau 12.4 permet d’affirmer en premier lieu que les ine´galite´s
initiales ame´liorent de manie`re tre`s significative les performances de chacune des 3
me´thodes exactes. Le temps de calcul ne´cessaire a` la ge´ne´ration de ces dernie`res
est de plus tre`s infe´rieur aux temps de re´solution des me´thodes. L’utilisation des
ine´galite´s initiales apporte donc une information conse´quente au prix d’un moindre
temps de calcul.
Nous remarquons apre`s cela que la me´thode hybride arborescente (BranchAndCut)
s’ave`re a` nouveau la plus robuste. Associe´e aux ine´galite´s initiales, elle re´sout ici 7
des 8 instances, contrairement a` la technique de coupes (Coupe) et au solveur MIP
(MIP ) qui n’en re´solvent respectivement que 5 et 6. Le nombre de nœuds explore´s
dans l’arbre de recherche de BranchAndCut s’ave`re aussi, pour chaque instance de
plus grande taille (ejs8× 81 → ejs10× 103), nettement infe´rieur a` celui du solveur
MIP. Enfin, en termes de temps de calcul, BranchAndCut est e´galement la me´thode
la plus efficace en moyenne.
Sur ces premiers re´sultats expe´rimentaux, effectue´s sur des instances connues
de la litte´rature, nous observons donc que les diffe´rentes investigations mene´es au
cours de la the`se pour cette deuxie`me proble´matique ont permis de mettre en place
une me´thode arborescente exacte efficace. Les expe´rimentations tendent en effet a`
de´montrer que la technique mise en place domine les re´sultats obtenus avec l’un des
meilleurs solveurs de programmation line´aire actuels. Les performances annonce´es
semblent de plus, a priori, se´rieusement concurrencer les techniques de´die´es exis-
tantes de´ja` de´crites dans la litte´rature. Nous notons enfin l’inte´reˆt tout particulier
des ine´galite´s initiales ge´ne´re´es en pre´-process de toute me´thode de re´solution. La
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comparaison entre les tableaux 12.3 et 12.4 prouve de manie`re certaine leur impor-
tance pour chacune des me´thodes de´crites dans ce manuscrit.
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Dans la seconde partie du manuscrit de cette the`se, nous nous sommes concen-
tre´s sur l’e´tude d’une seconde proble´matique couplant planification d’agents et or-
donnancement de production. L’inte´reˆt instigateur de ce travail e´tait d’affirmer, ou
infirmer, la performance de l’approche par de´composition et ge´ne´ration de coupes
(si efficace pour la premie`re proble´matique) pour une proble´matique inte´gre´e plus
complexe et connue de la litte´rature. Nous nous inte´ressons en effet ici a` un proble`me
e´tudie´ par Artigues et al. dans [AGRV09] dont le sous-proble`me d’ordonnancement
de production est NP-complet.
Apre`s avoir de´crit puis propose´ une formalisation en Programme Line´aire en
Nombres Entiers de la proble´matique, nous avons de´fini et e´tudie´ un proble`me par-
ticulier de job-shop : le job-shop a` pe´riodes fixe´es d’inactivite´. Nous avons vu que
ce proble`me, central dans nos techniques de re´solution, pouvait eˆtre re´e´crit en un
proble`me classique de job-shop. La litte´rature disposant de nombreuses re´fe´rences
(et donc de nombreuses approches de re´solution efficaces) pour le proble`me clas-
sique de job-shop, une telle re´e´criture constitue une aubaine quant a` la re´solution
du proble`me de job-shop a` pe´riodes fixe´es d’inactivite´
Nous avons apre`s cela de´fini des techniques de ge´ne´ration de coupes initiales ;
ces ine´galite´s pouvant servir a` toute me´thode de re´solution. L’inte´reˆt probant de ces
coupes initiales a e´te´ de´montre´ au travers d’expe´rimentations nume´riques (mene´es
sur des instances de la litte´rature) re´ve´latrices.
Deux techniques de re´solution ont enfin e´te´ pre´sente´es. La premie`re exploite
directement les fondements de la technique de de´composition et de ge´ne´ration de
coupes vue dans la premie`re partie de la the`se, a` savoir : une de´composition du
proble`me global en deux sous-proble`mes puis la re´solution alterne´e de chacun des
sous-proble`mes avec, le cas e´che´ant, une ge´ne´ration de coupes de re´alisabilite´. De-
vant des re´sultats expe´rimentaux de´cevants, nous avons duˆ conclure a` une certaine
inefficacite´ de l’approche. Une justification a` ce relatif e´chec re´side dans la proprie´te´
des coupes de re´alisabilite´. Elles n’ont pas, a` l’inverse des coupes de re´alisabilite´
de la technique de´die´e a` la premie`re proble´matique, la caracte´ristique de re´duire
de manie`re importante le polye`dre des solutions du proble`me maˆıtre. De`s lors, ce
meˆme proble`me maˆıtre e´tant fortement de´ge´ne´re´, la me´thode peine a` converger.
Notre approche pre´sentant ne´anmoins des concepts the´oriques a priori inte´ressants,
nous avons mis en place une approche exacte alternative, base´e en partie sur la
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technnique de de´composition et de ge´ne´ration de coupes. Cette seconde me´thode
est une approche arborescente de type Proce´dure de Se´paration et E´valuation Se´-
quentielle. En chaque nœud l’arbre de recherche est se´lectionne´e une variable de
branchement servant a` imposer le travail, ou le repos, a` un couple donne´ (machine,
tranche horaire). Une distribution partielle de machines utilisables par tranche ho-
raire est ainsi de´finie en tout nœud. La re´alisabilite´ a priori d’une telle distribution
est teste´e sur les deux meˆmes sous-proble`mes de gestion d’emplois du temps et d’or-
donnancement de production que la technique de de´composition et de ge´ne´ration de
coupes. Si ces deux sous-proble`mes sont re´alisables, on impose momentane´ment le
repos a` chaque couple (machine, tranche horaire) non fixe´ jusqu’alors ; la distribution
devient ainsi une distribution comple`te. Sa re´alisabilite´ est teste´e pour chacun des
deux sous-proble`mes. Si la re´solution d’aucun de ces deux sous-proble`mes n’e´choue,
nous disposons d’une solution comple`te re´alisable ; sinon une coupe de re´alisabilite´,
identique a` celle de la technique de de´composition et de ge´ne´ration de coupes, est
ge´ne´re´e et ajoute´e au proble`me de gestion d’emplois du temps. Des re`gles d’e´limina-
tion et d’implication sont e´galement applique´es en chaque nœud afin d’assurer une
meilleure convergence de la me´thode. Expe´rimentalement, cette approche arbores-
cente s’est montre´e particulie`rement performante, en comparaison avec la technique
de de´composition et ge´ne´ration de coupes mais e´galement avec l’un des meilleurs
solveurs MIP commerciaux actuels (Ilog Solver 11.2).
Des nombreux prolongements possibles a` ces travaux demeurent. Nous pouvons
par exemple citer l’e´ventualite´ d’ame´liorer la technique de de´composition et de ge´-
ne´ration de coupes. Lors de la the`se, des tentatives ont e´te´ mene´es en ce sens. Une
technique alternative a en effet e´te´ mise en place. Dans cette approche, nous ten-
tons de casser la de´ge´nerescence du proble`me maˆıtre de gestion d’emplois du temps.
Nous recherchons pour cela l’affectation d’employe´s aux machines et aux tranches
horaires, re´alisable pour le proble`me de gestion d’emplois du temps, de moindre couˆt.
Nous fixons ensuite ce couˆt et modifions la fonction-objectif du proble`me maˆıtre. Les
solutions (a` couˆt fixe´) maximisant le nombre de couples (machine, tranche horaire)
travaille´s sont alors recherche´es. Nous supposons alors que de telles solutions, propo-
sant des effectifs en main d’œuvre plus importants, sont a priori les plus compatibles
au proble`me d’ordonnancement de production. De`s lors que plus aucune solution au
proble`me maˆıtre n’existe, nous relaxons la contrainte de couˆt et cherchons les solu-
tions de couˆt plus e´leve´, puis ite´rons. Les re´sultats pre´liminiaires de cette approche
alternative se sont malheureusement montre´s peu probants ; nous avons alors pre´fe´re´
ne pas la pre´senter exhaustivement dans ce me´moire.
Un second prolongement a` nos travaux consisterait a` expe´rimenter nos me´thodes
de re´solution sur des instances de taille plus conse´quente, ou sur des instances de job-
shop connues de la litte´rature (instances de la OR Library par exemple) auxquelles
nous ajouterions des employe´s a` disponibilite´ et niveau de qualification varie´s. Des
re´gles diffe´rentes de re´solution des sous-proble`mes des me´thodes exactes devraient
alors probablement eˆtre mises en place.
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Durant cette the`se de doctorat, deux proble´matiques de Recherche Ope´ration-
nelle ont e´te´ e´tudie´es. Elles traitent toutes les deux du monde manufacturier et de
ces difficulte´s a` re´soudre conjointement les deux proble`mes organisationnels que sont
la gestion des ressources humaines et la planification de la production.
Dans la premie`re partie du me´moire, un cas particulier de proble`mes inte´grant ces
deux facteurs de´cisionnels de l’entreprise a e´te´ e´tudie´. Deux formalisations ont e´te´
propose´es, chacune permettant de prendre implicitement en compte de nombreuses
contraintes le´gislatives, contractuelles, . . .
Deux bornes infe´rieures par de´composition lagrangienne ont e´te´ de´crites. Leurs
re´sultats, domine´s en qualite´ et en temps de calcul par la relaxation continue obte-
nue via un solveur de programmation line´aire, n’ont malheureusement pas e´te´ a` la
hauteur de nos espe´rances.
Deux techniques exactes de de´composition et ge´ne´ration de coupes ont ensuite
e´te´ de´taille´es. La premie`re, base´e sur une de´composition de Benders, s’est ave´re´e
peu compe´titive. La seconde, reposant sur une de´composition et une ge´ne´ration de
coupes de´die´es, s’est en revanche montre´e particulie`rement efficace.
Deux variantes de cette dernie`re technique exacte ont e´te´ imple´mente´es. Une pre-
mie`re variante re´sout de manie`re optimale, a` chaque ite´ration, un proble`me maˆıtre
de sac a` dos multi-choix multidimensionnel (NP-difficile) alors que la seconde trouve
rapidement une solution re´alisable en appliquant l’heuristique de Feasibility Pump.
Convergeant e´galement vers l’optimum, la seconde variante pre´sente de plus l’avan-
tage de fournir, en cours de processus, des solutions re´alisables de qualite´ pour le
proble`me global.
Une technique de ge´ne´ration d’ine´galite´s valides, base´e sur le raisonnement e´ner-
ge´tique, a e´galement e´te´ conc¸ue pour cette proble´matique. Nous avons prouve´ l’uti-
lite´ de cette me´thode, applicable en pre´-process de toute technique de re´solution, au
travers de re´sultats expe´rimentaux e´loquents.
Les travaux re´alise´s autour de cette premie`re proble´matique ont fait l’objet d’un
article [GLPR10a] et de plusieurs pre´sentations en confe´rence [BGPR07,GLPR08a,
GLPR08b,GLPR10b].
Les techniques de de´composition et ge´ne´ration de coupes s’e´tant ave´re´es si ef-
ficaces pour la premie`re proble´matique, nous avons entrepris d’expe´rimenter cette
meˆme approche sur une nouvelle proble´matique -plus ge´ne´rique et de´ja` traite´e dans
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la litte´rature- inte´grant elle aussi planification d’agents et ordonnancement de pro-
duction. Ces travaux font l’objet de la seconde partie de ce manuscrit.
Dans cette nouvelle proble´matique couplante, nous conside´rons un proble`me d’or-
donnancement de production NP-complet : la version de´cisionnelle d’un proble`me
de job-shop.
Forts des re´sultats encourageants obtenus par la ge´ne´ration d’ine´galite´s valides
lors de la premie`re e´tude, nous avons imple´mente´, la` aussi, une technique de ge´ne´-
ration de coupes valides applicable en pre´-process de toute me´thode de re´solution.
Une nouvelle fois, les re´sultats nume´riques expe´rimentaux ont confirme´ que de telles
ine´galite´s initiales e´taient un atout inde´niable pour s’attaquer a` cette classe de pro-
ble`mes.
Une technique de de´composition et ge´ne´ration de coupes de´die´es a ensuite e´te´
de´taille´e et imple´mente´e. Ses re´sultats de´cevants nous ont malheureusement mene´s
a` conclure a` un e´chec. Malgre´ une strucure de´composable analogue a` celle de la
premie`re proble´matique, la technique de coupes n’est pas efficace. On peut avancer
comme explication une trop forte de´naturation des programmes maˆıtres de la me´-
thode. Les informations contenues ici par ces derniers ne permettent pas un controˆle
pousse´ de l’ordonnancement de la production. Les coupes de´die´es obtenues en re-
tour de solutions irre´alisables pour l’outil de production sont en effet relativement
pauvres ; le nombre de solutions qu’elles invalident est faible. Cumule´ a` une forte
de´ge´ne´rescence des programmes maˆıtres, la me´thode s’apparente alors quasiment a`
une me´thode e´nume´rative basique.
Non contents de ces re´sultats, nous avons mis en place une seconde me´thode
exacte. Cette dernie`re a pour pre´tention d’appliquer les concepts avantageux de la
me´thode de coupes, dans un contexte re´gule´ par une construction re´fle´chie de so-
lutions, dont la re´alisabilite´ est a` tester a` la fois au niveau de la planification des
agents et a` celui de l’ordonnancement de la production. Nous avons, pour ce faire,
recours a` une me´thode arborescente de type Proce´dure de Se´paration et E´valuation
Se´quentielle. La re´alisabilite´ des solutions construites a` partir des de´cisions prises en
chaque nœud de l’arbre de recherche est ve´rifie´e pour les deux meˆmes sous-proble`mes
que ceux de la technique de coupes. En cas d’irre´alisabilite´, les coupes de´die´es de´fi-
nies pour la premie`re me´thode de re´solution sont ajoute´es au mode`le global. Cette
approche hybride s’est ave´re´e compe´titive vis a` vis de l’un des meilleurs solveurs
commerciaux actuels de programmation line´aire. Nous avons donc re´ussi a` trouver
un compromis a priori satisfaisant, pour cette seconde e´tude, entre l’information que
l’on peut retirer par la de´composition intuitive de ce genre de proble´matiques, et la
manie`re de ge´ne´rer les solutions dont nos me´thodes se nourrissent pour ge´ne´rer des
coupes de´die´es aussi informatives que possible.
Les re´sultats obtenus sur cette seconde proble´matique ont e´te´ pre´sente´s en confe´-
rence [GLPR09,GLPR10c].
En conclusion ge´ne´rale de ce manuscrit, il nous paraˆıt de´sormais clair que les
techniques de de´composition et ge´ne´ration de coupes ont un roˆle important a` jouer
dans la re´solution de proble`mes inte´grant planification d’agents et ordonnancement
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de production. Deux cas particuliers de cette classe de proble`mes, a` de´composition
naturelle intuitive, ont en effet e´te´ re´solus efficacemment par ce genre de me´thodes
durant la the`se dont les travaux sont pre´sente´s dans ce manuscrit.
Cet avis doit toutefois eˆtre pre´cise´ car les me´thodes de coupes mises en place pour
les deux proble´matiques e´tudie´es ici n’ont pas montre´ des degre´s de performance
e´quivalents. Si dans la premie`re e´tude, la technique directe de de´composition et
ge´ne´ration de coupes a e´te´ une franche re´ussite, elle a e´te´ un e´chec pour la seconde.
Pour cette deuxie`me e´tude, il a alors fallu de´finir (via une hybridation avec une
me´thode arborescente) un cadre plus strict d’utilisation des concepts de la me´thode
originelle de de´composition et ge´ne´ration de coupes.
La raison majeure, a` notre avis, de l’e´chec de la technique directe de coupes dans
la seconde e´tude re´side dans la nature des ine´galite´s de re´alisabilite´ ge´ne´re´es. Dans
nos premiers travaux, les coupes de re´alisabilite´ mettent en exergue des zones tempo-
relles pre´cises de conflit ou` l’outil de production a besoin de plus d’employe´s. Dans la
seconde e´tude, ce genre d’informations n’est pas recherche´ ; seule la re´ponse oui/non
quant a` la re´alisabilite´ du sous-proble`me de production est de´termine´e. De`s lors,
en cas d’e´chec au niveau de l’ordonnancement de production, une quantite´ limite´e
d’information est retourne´e au proble`me maˆıtre. La coupe de re´alisabilite´ ge´ne´re´e ne
force pas le travail sur des zones de conflit identifie´es ; elle se contente d’indiquer que
l’outil de production a besoin d’employe´s sur au moins une des zones choˆme´es dans
la solution courante. Tre`s peu de solutions du proble`me maˆıtre sont alors retire´es du
polye`dre des solutions admissibles, la me´thode peine donc a` converger. Nous pensons
par conse´quent que, pour eˆtre efficaces, les techniques de coupes ne doivent pas se
contenter de tester la re´alisabilite´ de toute solution partielle ; elles doivent analyser
et comprendre les raisons d’un e´ventuel e´chec. Plus cette analyse est fine, plus le
polye`dre des solutions admissibles est re´duit par l’ine´galite´ de re´alisabilite´ ge´ne´re´e.
Nous pouvons aussi affirmer que pour chaque approche de de´composition et
de ge´ne´ration de coupes, se re´server du temps pour ge´ne´rer des ine´galite´s initiales
diversifie´es en pre´-process nous semble eˆtre toujours profitable.
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Re´sume´
Cette the`se consiste en l’e´tude de deux proble`mes de la Recherche Ope´ration-
nelle, applique´s au monde manufacturier. Les proble´matiques e´tudie´es traitent de
l’inte´gration, dans le processus de´cisionnel industriel, de deux facteurs-cle´s : la pla-
nification des ressources humaines et l’ordonnancement de la production.
La premie`re proble´matique porte sur un cas particulier de ce genre de proble´-
matiques. Deux bornes infe´rieures obtenues par de´composition lagrangienne et deux
me´thodes de re´solution exacte par de´composition et ge´ne´ration de coupes sont pre´-
sente´es. Si la premie`re approche rele`ve d’une technique bien connue de la litte´rature
(de´composition de Benders), la seconde se veut plus spe´cifique ; cette dernie`re pre´sen-
tant de plus l’avantage d’eˆtre de´clinable en une variante heuristique. Une technique
de ge´ne´ration de coupes e´nerge´tiques valides, applicable en pre´process de toute me´-
thode de re´solution, est e´galement propose´e.
La seconde partie traite d’un autre cas particulier, de´ja` e´voque´ dans la litte´ra-
ture, de la proble´matique ge´ne´rale. Ces travaux prolongent ceux effectue´s lors de la
premie`re e´tude dans le sens ou` le proble`me traite´ est intrinse`quement plus complexe
et le but avoue´ est d’expe´rimenter les techniques de de´composition et ge´ne´ration
de coupes, a priori efficaces, sur une autre proble´matique. Une technique de ge´ne´-
ration d’ine´galite´s valides, applicable elle aussi en pre´process de toute me´thode de
re´solution, est tout d’abord mise en place. Deux me´thodes de re´solution exacte sont
ensuite de´veloppe´es. La premie`re est analogue a` la technique spe´cifique de de´com-
position de´crite auparavant. La seconde, plus novatrice, exploite la de´composition
intuitive de la proble´matique et la ge´ne´ration de coupes de´die´es dans un cadre ou` les
solutions a` valider sont construites via une approche arborescente de type Proce´dure
de Se´paration et E´valuation Se´quentielle.
Mots-cle´s:
Planification de personnel Ordonnancement de production
Sac a` dos multi-choix multidimensionnel Job-shop
Relaxation lagrangienne De´composition de Benders
De´composition et ge´ne´ration de coupes Branch and Cut
Raisonnement e´nerge´tique Feasibility Pump
Probing
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